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一 、 刻 痕 与 哼哈 声 


一 对 应 计数 法 
多 千年 以 前 ) . 


荷 马 的 传奇 故事 里 说 ， 乌 利 西 斯 把 独眼 巨人 波 
器 摩 斯 的 独眼 弄 党 以 后 ， 便 离开 了 那个 独眼 巨人 
的 领土 0。 后 来 ， 那 个 不 幸 的 老 巨 人 每 天 早晨 都 要 
把 守 在 他 的 洞口 ， 他 每 放 一 头 母 羊 出 洞 ; 就 从 一 堆 
石子 里 失 起 一 个 。 然 后 ， 晚 上 母 羊 回来 的 时 候 ， 他 
每 让 一 头 母 羊 进 洞 ， 就 把 早晨 失 起 来 的 石子 扔 下 一 - 
个 。 这样 ， 如 时 把 捡 起 来 的 石子 都 扔 完了 ， 他 就 能 
确信 他 的 整个 羊 群 晚上 都 回来 了 。 

波 吕 斐 摩 斯 的 故事 是 最 早 提 到 一 一 对 应 概念 是 
计数 基础 的 文献 之 一 、 对 于 所 说 的 这 个 原理 可 以 举 

© RE, FRBHA, HEARNE. SAM, PZM 
话 中 的 势 雄 ， 在 希 肛 神话 中 时 做 奥 德 修 斯 、 ft i AE HN Eo EP 
RH RS PRR, ARERI (645 EO CR ES 
胜利 ， 回 国 途 中 ， 误 入 独眼 巨人 波 日 斐 摩 斯 的 油 穴 ， 部 分 随 从 被 巨 
AGM, BA, CANKE AWR, FART EAGER. FOUR 
R. 又 ， 希 风神 话 中 的 独眼 巨人 库 克 多 普 斯 是 个 统称 ， 分 为 四 类， 
第 一 类 是 软 人 库 克 罗 普 斯 ， 最 为 内 残 ， 以 大肉 为 食 ， mim 


RAZEN BORREW RT, MRD T= Ee 
/ EDEM 第 加 二 到 新 一 一 译注 


4 


出 许多 例证 。 例 如 ， 一 份 有 点 叫 人 毛骨悚然 的 报告 
说 ， 有 些 美洲 印第安 人 曾经 把 杀 死 的 每 个 敌人 的 带 
发 头皮 收集 起 来 计算 杀 死 敌人 的 数目 ， 有 些 原始 非 
洲 猎 人 ， 为 了 证 明 自己 的 勇猛 ， 仍 然 把 杀 死 的 每 头 
野猪 的 狼 牙 收集 起 来 计数 。 住 在 克利 门 扎 车 山 @ 坡 
地 上 的 马 塞 牧 民 部 族 的 未 婚 姑 娘 ， 脖 子 ee e 
着 铜 项 圈 ， 其 数目 等 于 她 们 的 年 龄 。 sja 语 to ` 
chalk one up( 记 上 一 笔 ) 起 源 于 早期 酒馆 伙计 的 一 
种 习惯 ， 他 们 用 粉笔 在 石板 上 画 道 道 来 计算 顾客 喝 
酒 的 数量 ， 西 班 牙 文成 语 echai chinas( 扔 个 石子 ) 
则 起 源 于 早期 西班牙 酒馆 伙计 同样 的 习惯 ， 他 们 在 
顾客 的 头巾 里 扔 石子 计数 @ 。 某 些 原始 民族 的 躯体 
计数 法 也 是 明显 的 例证 ， 他 们 用 身体 的 一 定 部 位 表 
示 不 同 的 数目 。 一 度 广泛 流传 的 筹 签 又 是 明显 的 例 
证 ， 人 们 在 木 签 上 刻 上 适当 的 痕迹 藉以 记 帐 ， 英国 
财政 部 所 用 的 筹 签 作为 合法 的 计数 器 一 直 沿 用 到 18 
26 年 。 古 代 秘 鲁 人 的 记 数 工具 叫做 “ 克 伊 普 > ， 那 - 
是 一 根 长 强 ， 系 有 各 种 颜色 的 绳 结 。 今 天 的 孩子 要 
数 还 有 几 天 到 圣诞 节 ， 或 者 还 有 几 天 学 校 放假 ， 当 
然 就 是 去 查 对 月 份 牌 上 的 天 数 了 。 现 在 ， 几 乎 任何 
人 随时 都 有 一 个 小 筹 签 ， 就 是 用 手指 计数 。 


@ 非洲 最 高 峰 ， 位 于 坦桑尼亚 东北 部 ， 一 一 译注 
加 “可 以 设想 ， 顾 客 进门 时 可 能 要 把 头巾 存放 在 柜台 上 .~ 一 
译注 
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EEN s ae. 


具有 数学 意义 的 现存 最 老 的 人 工 制品 是 一 件 骨 
制 器 柄 ， 上 面 有 按 一 定数 目 格式 排 成 的 刻 痕 ， 柄 头 
中 空 部 位 嵌 有 一 块 石英 石 ， 那 是 1962 年 了 , 德 恩 北林 
在 刚果 民主 共和 国 爱德华 湖岸 伊 斯 杭 果 钓 鱼 场 发 更 


的 ， 现 在 称 为 “ 伊 斯 杭 果 骨 ”， 其 年 代 可 以 上 潮 至 


公元 前 9000 年 至 6500 年 之 间 。 但 是 计数 刻 痕 的 意义 
只 能 揣测 ， 进 行 考 察 的 专家 们 众说 纷 经 。 


许多 千年 以 前 ， 原 始 人 开始 在 地 上 或 石头 上 丁 


道道 计数 ， 这 很 可 能 就 是 数学 史上 最 早 的 “ 某 华 "， 
那 时 社会 已 经 发 展 到 人 简单 计数 必 不 可 少 的 地 步 了 ， 
一 个 部 落 、 一 个 民族 、 或 是 一 个 家 庭 ， 要 在 其 成 员 - 
间 分 配 食物 ， 或 者 要 记录 畜 群 的 大 小 。 这 一 过 程 是 
使 用 一 一 对 应 原 再 的 和音 记 妆 计数 法 ,很 可 能 是 节 


” 写 技 术 的 开端 。 


可 以 狂想 ， 对 少量 收集 品 计数 时 ， 每 有 一 件 收 


RARER RBS, RES RR. MAE 


收集 品 的 筹码 计数 ， 如 上 面 诸 例 所 示 ， 可 没收 集 右 


子 或 竹 签 ， 可 以 在 地 上 或 石头 上 画 道 道 ，- 可 以 在 骨 


头 上 或 木片 上 刻 痕 ， 也 可 以 在 绳子 上 打 结 。 后 来 ， 
可 能 演变 出 各 种 各 样 的 哼哈 声 ， 作 为 少量 收集 品 的 


声音 计数 法 。 再 往 后 ， 就 演变 出 各 种 各 样 的 书面 符 


2 (SEP) 代表 相应 的 数目 ， 


“BRIBE ARNE RIO, 
Preyer tra 
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. 圣 ， 也 被 世界 各 地 出 土 的 革 些 人 工 制 品 所 印证 ， 今 
天 的 小 孩 就 是 这 样 开 始 计数 的 。 

在 声音 计数 的 初期 ， 是 用 不 同 的 哼哈 声 来 表示 
的 ， 例 如 两 头羊 和 两 个 人 。 大 家 想必 记得 , 在 英语 里 
我 们 还 在 使 用 team of horses 〈 套 在 一 起 工作 的 马 
BO , span of mules ( 驾 在 一 起 的 双 IR) , yoke 
of oxen ( 套 在 一 起 的 双 牛 ) ,brace of partridge 

(一 对 鹏 玄 ) ，pair of shoes (WE) 。“ 二 ” 

这 个 次 通 性 质 大 概 是 经 过 很 长 时 间 才 达到 最 后 的 抽 
象 ， 即 是 用 没有 任何 具体 关联 的 某 种 声音 来 代表 。. 
我 们 现在 的 数 询 很 可 能 本 来 是 指 某 种 具体 的 对 象 ， 
“但是 这 些 关联 ， 除 了 “五 ” 和“ 手 ”的 关联 以 外 ， 
”都 已 削 没 无 闻 了 ， 

某 些 数 词 与 具体 的 计数 单位 的 关联 ， 在 今天 某 
: 些 原始 社会 里 仍 可 发 现 。 例 如 ， 新 几内亚 东南 部 的 
巴布亚 部 族 有 一 种 独特 的 计数 制度 ， 所 以 《圣经 。 
:约翰 福音 5:5》 的 一 段 “ 某 人 有 疾 三 十 八 年 ”必须 译 
为 “ 某 和 人 里 病 一 人 《20)》 年 、 双 手 G0) 年、 五 年 
又 三 年 ,。 ”还 有 ， 由 于 原始 民族 靠 手 指 计数 ， 所 以 
手指 名 称 有 时 实际 上 用 作 数 词 。 例 如 ， 南 美的 卡 马 
玉 拉 部 族 用 “ 尖 指 ” (中 指 ) 这 个 词 作为 数 词 “三 ”， 
所 以 “三 天 ”就 说 成 “ 尖 指 天 ”。 此 外 ， wee 
HMBABRAROPRARS TTR, BB 
就 有 下 面 对 应 的 数 词 ， 
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“一 ”= KE OESP , 

“二 ”= “HB” 〈 无 名 指 弯 下 ) ， 
“三 ”= hE” 《中指 弯 下 ) ， 

《四 ”= R” (只 有 拇指 还 但 开 )， 


“H” = iff 手 完 ” 或 “ER” (指头 全 都 a 


P, 

we = “SEER” , 

“py” = 《 余 一 R”. , 
GSO EARLS T AAA WER KMK 
表示 “ 九 ”，. 这 个 词 的 字面 意思 是 “ 膜 中 此 将 出 ”、 
即 指 怀 仔 九 月 。 计 数 的 具体 情况 在 马 来 语 各 阿 兹 台 
HHO phe EH, 数 词 “ 一” 二” 、 
“三 ”的 字面 意思 是 “一 石 ”、“ 二 有 ”三 厂 ”、 
同样 ， 南 太平 洋 纪 厄 人 头 三 个 数 词 的 字面 意思 是 


4“ 一 果 ”、“ 二 果 ”、“ 三 果 ”， 爪 蛙 人 则 说 “一 


Ww? MU? 5 “SH. 
有 些 例 证 说 明 ， 哑 语 ， 即 是 适当 的 手势 ， 可 以 
按 一 一 对 应 的 关系 用 来 计数 。 例 妨 ,巴布亚 人 有 一 


种 舰 体 计数 法 ， 为 了 表示 小 的 数目 ， 可 以 按照 下 面 


的 方式 触及 身体 的 适当 部 位 ， 
1 bh . 12 & 


2 ARAM “13 W 


_@ BASARRANBA.—— RE 


> 


右 中 指 144 左 耳 


4 ARK 15 左肩 

5 ARR 16 左 肘 

6 AB 17 左 腕 

7 AR 18 左 拇指 
8 AW 19 ARH 
9 AF 20 左 中 指 
10 AR > 21 左 无 名 指 
11 ÆR 22 左 小 指 


注意 ， 其 中 除了 直 示 12 和 13 的 鼻 和 路 以 外 ， 有 一 种 
镜面 反射 的 关系 。 

用 手势 配合 声音 计数 ， 这 在 原始 民族 ， 甚 至 先 
进 民 族 中 都 是 常见 的 。 例 如 ， 在 某 些 部 族 里 ， 说 
“十 ”这 个 词 往往 要 两 手 一 拍 ， 说 “六 ”这 个 词 有 
WEARER EAE, KTR 
.对 于 某 些 非洲 部 族 ， 只 要 看 他 们 是 用 左手 还 是 用 有 
手 开始 计数 ， 是 把 手指 伸 起 还 是 弯 下 ， 是 把 手掌 转 
.区 身体 还 是 背 向 身体 ， 就 可 以 进行 种 族 杜 别 。 

英国 人 R。 马 森 兽 经 讲 过 第 二 次 世界 大 战 时 一 
. 件 逗 人 的 软 事 。 当 时 印度 和 日 本 处 于 交战 状态 。 在 
印度 有 一 个 日 本 姑娘 ， 她 的 朋友 把 她 介绍 给 全 在 印 
度 的 一 个 英国 人 赫 德 利 先生 ， 为 了 洲 免 可 能 出 现 的 
- 介 过 场面 ， 就 说 她 是 中 国人 。 那 个 英国 人 抱 着 怀疑 
态度 要 求 那 姑娘 用 手指 数 到 五 ， 她 犹 沈 了 一 会 儿 ， 
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KEAT. AR: BAEK, “WEL 
您 看 见 了 吗 ? 您 看 见 她 是 怎么 数 的 吗 ? 她 先 把 手 张 
开 ， 把 手指 一 个 一 个 地 弯 下 来 。 您 看 见 过 中 国人 这 
样 数 吗 ? 没有 的 事 ! 中 国人 数 数 眼 英国 人 一 样 ， 先 
把 源头 找 紧 @ 。 她 是 日 本 人 ! ”他 得 意 地 喊 道 ， 
一 一 对 应 的 观念 早 就 被 认定 为 有 限 集合 的 计数 
基础 。 德 国 数学 家 G。 康 托 从 1874 年 开始 ， 写 了 一 
系列 非凡 的 文章 ， 大 部 分 发 表 在 《数学 年 刊 》 和 《 数 
学 杂志 》 这 两 份 数 学 刊物 上 ， 把 上 述 基本 观念 应 用 
于 无 限 集合 的 计数 ， 从 而 创立 了 “ 超 限 数 ” 的 卓越 
理论 。 这 是 数学 史上 另 一 个 “ 苹 华 ”， 当 然 是 非常 
聊 近 的 事 了 ， 以 后 将 有 一 讲 专门 给 以 适当 的 论述 。 


练习 
Ll 对 讲演 中 所 引 巴 布 亚 人 对 《 圣 Be HH 
注音 5:5》 那 一 段 的 译文 做 出 解释 。 
12 试 说 明 南 美 卡 马 王 拉 部 族 为 什 么 用 “ 尖 
Ag” 作为 数 词 “三 ? 。 | 
1.3 HARM MAAR FEM BO, 
“K” = 《4 取 拇指 7 , 
hic” = 《他 指示 方向 ”。 
你 能 提出 解释 吗 ? 


O 这 位 忒 德 利 先生 的 论据 似乎 与 事实 不 符 . 一 一 译注 


1.4 苏丹 西部 的 马 林 饥 人 用 “ 迪 比 ?这 个 词 表 
示 “ 四 十 ”， 其 字面 意思 是 “ 床 热 ”。 你 能 加 以 解 
#9? 
1.5 在 巴布亚 新 几内亚 ， 数 字 “ 九 十 九 ”被 说 
成 “四 人 死 ， 两 F 完 一 脚 终 ， 只 四 。” 请 解 
a, 
1。6 两 个 集合 叫做 等 价 的 ， 如 果 它 们 可 以 处 于 
一 一 对 应 的 状态 。 证 明 ， : 
(2) 莱 语 字母 表 全 部 字母 的 集合 等 价 于 头 
26 个 正 整 数 的 集合 ， . 
O) 所 有 正 整数 的 集合 等 价 于 所 有 正 偶数 
的 集合 ; an . 
C) 集合 之 间 的 等 价 关系 是 反 身 、 对 称 和 ， 
传递 的 。 
17 两 个 集合 如 果 等 价 ， 就 说 它们 具 有 同一 
个 基数 。 设 4 是 基数 为 w 的 集合 ，B 是 基数 为 B 的 集 
合 ，4 和 B 没 有 公共 元 素 。 于 是 ， 集 合 4UB HR 
就 叫做 g 和 有 B 的 和 ， 记 为 TB， 这 个 二 元 运算 叫做 基 
数 的 和 加法。 证明， 基数 的 加 法 是 可 交换 和 可 结合 
的 。 
1:8 集合 4 与 集合 B 的 向 卡尔 桶 积 是 措 一 个 集合 
xB， 黄 元 素 是 所 有 的 有 了 序 对 (4,5) ， 这 Bar 
集合 4 的 元 素 ，5 是 集合 了 的 元 素 。 如 果 人 4 的 基 数 是 
a, 而 也 的 基数 AB, IARAA BY RR By] Rk 
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和 BB 的 积 ， 记 为 gp， 这 个 二 元 运算 叫做 基数 的 聚 法 。 
证 明 ， 基 数 的 乘法 是 可 交换 和 可 结合 的 ， 并 且 关 于 
基数 的 加 法 是 可 分 配 的 。 

1。9 证 明 ， 由 五 个 元 素 组 成 的 集合 4 含有 25 个 
FE (LERAAR ERE) 。 把 这 个 事实 推广 到 
任何 有 限 集 4 的 情形 。 

1.10 设 4 是 具有 七 个 元 素 的 集合 ， BARA 
五 个 元 素 的 集合 。 说 明 集 合 4n B 与 4UB 的 ART 
数 可 能 具有 什么 情况 ， 把 得 到 的 结果 推广 到 任何 两 
个 有 限 集 4 和 BB 的 情形 。 l 
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二 、 最 伟大 的 埃及 金字 塔 


截 头 正方 形 棱锥 体积 的 归纳 算法 
( 约 在 公元 前 1850 年 ) 


人 类 最 早 的 几何 思想 必定 是 非常 古老 的 ， 必 定 
是 随 着 人 类 认识 物质 形式 、 比 较 式样 大 小 的 能 力 的 
增长 ， 经 过 多 次 简单 观察 潜移默化 而 产生 的 。 距离 
的 概念 ， 尤 其 是 直线 是 两 点 间 最 短 联 线 的 观念 ， 肯 
定 是 最 不 会 思考 的 头脑 也 不 至 于 无 所 体验 的 一 个 最 
早 的 几何 概念 ， 因 为 大 多 数 动物 似乎 对 此 都 有 本 能 
的 认识 。 另 一 个 由 于 潜移默化 而 逐渐 形成 的 早期 概 
念 ， 大 概 应 该 是 三 角形 和 四 边 形 这 些 简单 直线 形 的 
MAT. 的确， 设置 周 界 时 先 确定 诸 拐角 的 位 置 ， 
然后 把 相 邻 的 拐角 用 直 墙 或 往 爷 联结 起 来 ， 看 来 这 
几乎 是 出 自 本 能 的 做 法 ， 筑 墙 过 程 中 也 会 逐渐 出 现 
铅 直 线 、 平 行 线 。 季 线 这 些 概 念 。 自 然 界 的 千 姿 百 
态 中 许多 引 人 注 目的 特殊 曲线 会 使 类 得 到 潜 移 默 
化 的 印象 ， 例 如 太阴 和 满月 的 轮廓 是 圆 形 的 ， 彩 虹 
和 树干 的 横断 面 也 是 如 此 ;即使 是 最 不 善于 观察 的 
人 也 会 注意 到 扔 石头 的 抛物 线 轨 迹 、 茧 昔 吊 挂 而 成 
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驳 悬 链 线 、 盘 绕 绳 子 产 生 的 螺旋 线 以 及 某 些 植物 着 - 
须 形成 的 螺旋 线 。 有 些 映 蛛网 很 搂 近 于 正 多 边 形 。 
把 石头 扔 进 水 池 会 产生 一 串 逐 渐 增 大 的 同心 圆 ， 许 
“多 贝壳 上 呈现 出 美丽 的 螺纹 ， 这 些 都 会 使 想到 关 
联 曲线 族 。 许 多 水 果 和 果 核 呈 球 形 , 树干 是 圆柱 体 ， 
自然 界 中 国 锥 形 比 比 省 是 。 旋 转 曲 面 和 旋转 体 在 自 
然 界 也 可 见 到 ， 例 如 西瓜 以 及 陶 工 旋 盘 上 的 工件 ， 
有 好 奇 心 的 人 就 会 得 到 潜移默化 的 印象 。 人 类 、 动 
物 以 及 许多 树叶 都 具有 某 种 左右 对 称 性 。 在 河岸 或 ` 
” 朱 边 把 容器 灌 满 水 ， 人 们 就 会 磁 到 体积 的 概念 。 爷 
望 夜 室 ， 繁 星 点 点 ， 触 景 生 情 ， 就 会 记 酿 出 空间 以 
及 空间 点 的 观念 。 

对 许多 几何 观念 最 初 的 模糊 认识 可 以 叫做 “ 潜 
移 默 化 的 几何 >” 。 古 代 人 ， 就 象 今天 的 孩子 一 样 ， 
在 他 们 质朴 的 艺术 作品 中 运用 了 这 种 元 何 。 

O 当 人 类 的 智力 能 够 从 一 系列 具体 的 几何 关系 中 
提出 一 般 的 抽象 关系 ， 以 具体 关系 作为 特例 ， 从 而 
得 到 几何 定律 或 法 则 ， 这 时 就 出 现 了 几何 学 的 第 二 
和 阶段。 例如， 让 一 个 小 学 生 去 量度 画 在 方 格 纸 上 的 
各 种 长 方形 的 面积 ， 他 只 要 数 一 下 方 格 纸 上 那 些 长 
方形 内 部 有 儿 个 小 正方 形 ， 很 快 就 会 归纳 出 ， 任 何 
. 长 方形 面积 大 概 就 是 它 的 长 和 宽 的 乘积 。 此 外 ， 用 
卷 斥 测量 若干 圆 形 木 盘 的 周 长 ， 那 个 小 学 生 也 会 归 
纳 出 ， 任 何 一 个 圆 的 周 长 比 该 圆 直径 的 三 倍 稍 大 一 
11 


A. l 
再 举 一 个 较为 复杂 的 例子 。 在 一 个 水 平 的 圆 形 
术 盘 的 中 心 把 一 根 钉子 垂直 地 钉 进去 一 半 ， 在 一 个 
有 同样 半径 的 木 制 半球 的 极点 也 把 一 根 钉 子 钉 进去 
一 半 ， 然 后 在 圆 盘 上 从 钉子 开始 用 一 条 长 度 够 用 的 
粗 线 按 螺旋 形 缠 起 来 ， 直 到 把 圆 盘 盖 满 ， 再 用 同样 
粗细 的 线 在 半球 上 围 着 钉子 按 螺旋 形 纺 起 来 ， 直 到 
把 半球 盖 满 ， 线 的 长 度 当然 也 要 够 用 。 于 是 ， 把 加 
… 盘 和 半球 上 缠 线 的 长 度 加 以 比较 ， 就 会 发 现 半 球 的 
线 长 总 是 很 接近 于 圆 盘 线 长 的 两 倍 ， 由 此 可 以 得 到 
归纳 结论 ， 半 球 的 面积 是 圆 盘面 积 的 两 倍 ， 或 者 说 
球面 面积 等 于 其 大 图 面积 的 四 倍 。 这 个 事实 是 阿 基 
米 德 首先 在 公元 前 三 世纪 给 以 严格 证 明 的 。 随 着 这 
样 一 些 实验 的 出 现 ， 几 何 学 曾经 成 为 一 门 实 wa 
学 。. | . 

几何 学 的 实验 阶段 叫做 实验 几何 (或 称 试验 几何 、 
经 验 几何 、 归 纳 几 何 ) 。 追 溯 既 往 ， 就 历史 所 提供 的 
蛛丝马迹 ， 我 们 已 经 发 现 有 相当 多 的 实验 几何 。 这 
种 几何 似乎 在 公元 前 五 千年 至 三 千年 已 出 现在 古代 
东方 《希腊 东 方 的 世界 ) 某 些 先 进 地 区 ， 有 助 于 工 
程 、 农 业 、 商 业 以 及 宗教 的 发 展 ， 

有 趣 的 是 , 公元 前 600 年 以 前 有 据 可 考 的 全 部 几 
何 材料 实质 上 都 是 实验 几何 ， 几 何 学 成 为 一 大 堆 经 
验 法 则 ， 有 的 正确 ， 有 的 只 是 大 体 正确 。 开 一 门 数 
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学 史 课 ， 要 花 相当 多 的 精力 去 考察 古代 巴比伦 人 、 
埃及 人 、 印 度 人 以 及 中 国人 的 几何 学 的 实验 性 质 。. 
作为 例证 ， 可 以 举 出 十 代 中 国人 计算 弓形 面积 的 公 
A, RT ARARO .这 部 著作 的 成 书 时 期 可 以 
上 潮 至 公元 前 二 世纪 ， 不 过 , 鉴于 公元 前 213 年 的 焚 
书 事件 @ ， 可 以 认为 这 是 后 人 对 一 部 更 加 古老 的 著 
作 所 做 的 复原 工作 。 如 图 1 所 示 ，< 表 未 弓形 的 纺 ， 
;表示 弓形 矢 * 。 如 果 从 弓形 弧 的 中 点 作 两 条 制 线 ， 
在 c 的 延长 线 上 截取 的 部 分 都 等 于 :之 半 ， 那 么 凭 肉 
银 判 断 ， 己 形 面积 大 致 等 于 那 两 条 制 线 以 及 c 所 在 
的 直线 构成 的 等 爵 三 角形 的 面积 。 如 果 认 为 这 两 个 
面积 确实 相等 ， 我 们 就 得 到 古代 中 国人 求 弓 形 面 积 
的 公式 4= s(c+ s)/2.。 把 这 个 公式 应 用 于 半圆 弓形 ， 
容易 看 出 ， 上 述 公 式 等 价 于 取 x =3。 这 是 x 的 一 个 
近似 值 ， 在 古代 数学 著作 中 屡见不鲜 。 


O 内 容 是 246 个 应 用 问题 的 解法 ， 分 为 JiR HL MK) 
De. A WM, BRR. WB. BR. 

_ 因 “ 指 秦 始 皇 英 书 事 ， 一 一 译注 

+) RIBRP ADS EM AMEN. 一 一 原 注 
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埃及 人 有 一 份 数学 著作 由 做 《莱恩 德 古 书 》， 
其 时 期 至 少 可 以 上 渊 至 公元 前 1650 年 ， 其 中 可 以 发 : 
现 ， 圆 面积 被 认为 等 于 以 该 加 直径 的 九 分 之 八 为 边 
长 的 正方 形 面积 。 容 易 看 出 ， 这 个 经 验 公式 等 价 于 
Hur = (4/3)4= 3。1604……。 

在 美 索 不 达 米 亚 出 土 的 具有 数学 意义 的 陶 制 铬 . 
文中 ， 大 多 数 都 表明 古代 巴比伦 人 取 z = 3， 不 过 最 


近 发 现 的 一 件 饮 文 则 对 7 给 出 了 更 好 的 估计 :3 襄 = 


3,125。 这 件 馆 文 的 时 期 在 公元 前 1900 年 至 1600 年 . 
间 ， 是 1936 年 在 距 巴 比 伦 约 200 英 里 的 苏 萨 地 区 中 
出 土 的 。 | 
古代 几何 学 的 实验 性 质 还 有 很 多 其 他 的 例子 ， 
几何 学 中 可 以 由 纯 实 验方 法 发 现 的 事实 ， 其 数量 根 
当 可 观 ， l 
如 果 要 从 那些 古代 流传 下 来 的 浩如烟海 的 实验 
几何 例子 中 挑 出 一 个 可 以 作为 “数学 史 著 华 ” 的 突 
出 例子 ， 最 好 莫 过 于 考虑 《莫斯科 古书 》 的 问题 14 
了 。《 葛 斯 科 古 书 》 是 一 册 数 学 课本 ， 成 书 时 期 约 
在 公元 前 1850 年 ， 内 容 是 25 个 问题 ， 编 书 的 当时 这 
些 问题 已 经 很 古老 了 。 这 本 古书 是 1893 年 在 埃及 搜 . 
罗 到 的 ， 现 藏 于 莫斯科 一 家 博物 馆 里 。 在 该 书 的 问 


O RRMA ML. 一 一 译注 
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题 14 中 有 下 述 数 值 例 子 ， 

“ 设 有 截 头 金字 塔 ， 其 垂直 高 度 为 6， 底 为 4 
项 为 2。 以 此 4 自习 得 16， 求 4 的 两 售 得 8， 以 2 区 
乘 得 4 。 把 这 些 16、8 及 4 相 加 得 28, 求 6 的 三 分 之 
一 得 2 。 求 28 的 两 倍 得 56。 瞻 ， 结 果 是 56， 可 以 检 
验 这 是 对 的 。” 


现在 我 们 该 怎样 来 解释 这 个 例子 呢 ? 首先 ， 我 


们 应 该 知道 ， 按 照 十 代 举 例 说 明 问题 的 习惯 ， 总 是 
临时 编排 一 些 具 体 的 数字 来 说 明 一 个 一 般 的 步 又 。 
由 于 所 有 现存 的 古 埃及 金字 塔 都 是 正方 形 正 棱锥 ， 
所 以 我 们 可 以 认为 该 问题 是 考虑 一 个 平 截 头 棱锥 
(由 平行 于 底面 的 平面 蕉 去 顶部 的 棱 猴 ) ， 其 下 底 
是 边 长 a= 4 的 正方 形 ， 上 底 是 边 长 5 = 2 的 正方 形 
其 高 度 4t= 6。 该 问题 叫 我 们 依次 求 出 ez: = (4) (4) = 
16, ab=(4)(2)= 8，b? = (2) (2) = 4, RSM RN 
求 出 和 数 a?+ab+b?=16+ 8 + 4 =28, RAM 


RIRH A= (6) = 2 。 最 后 ， 叫 我 们 算出 乘积 
4 ica? + abt bt) = (DOD =5°, 可 是 ， 这 个 RR 
EME ER ER, ADAP = 
Bie EN TEMAS 

= AB, +V BB, + By) ， 
其 中 B, 表 示 下 底面 积 ，B: 表 示 上 底面 积 ，1 玫 示 高 
15 
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现在 让 我 们 停 一 下 ， 假 定 我 们 对 问题 14 的 解释 
是 正确 的 ， 我 们 来 看 看 上 述 例证 有 什么 不 同 凡 响 之 
处 .古代 巴比伦 人 已 经 知道 ， 梯 形 〈 视 为 截 头 三 角 
形 ) 的 面积 是 两 底 之 和 之 半 再 乘 以 高 ， 他们 仿照 这 
个 结果 认为 ， 平 截 头 棱锥 的 体积 也 就 是 两 底面 积 之 
和 之 半 再 乘 以 高 ， 用 上 面 引进 的 符号 写 出 来 就 是 . 


7= 3h(B +B a) « 


认为 这 个 公式 会 给 出 平 截 头 楼 欠 的 体积 ， 这 个 猜测 
是 各 平常 情 的 ， 但 这 个 公式 却 是 不 对 的 。 BRAF 
截 头 楼 能 的 体积 ,我 们 当然 可 以 料想 是 高 度 1 深 以 面 
PIB 和 3， 的 某 种 平均 值 。 但 B MB, 的 算术 平 H 
值 于 (3, +B,) 是 不 对 的 ， 这 里 需要 的 是 B, 和 了 B: 的 
BML; M 
Ls ~ BiB, +B.) > 

这 一 点 不 是 很 显然 的 。《 莫 斯 科 古 书 》 问 题 14 的 古 
埃及 作者 ,不 知 何故 竟然 未 落 入 古巴 比 伦 人 的 案 白 ， 
做 出 了 正确 的 猜测 。 这 个 归纳 算法 肯定 是 几何 学 上 
一 传真 正 非凡 的 经 验 工作 。 在 卫 。T。 贝 尔 看 来 @， 
这 个 结果 真是 不 同 凡响 ， 所 以 他 把 《莫斯科 十 书 》 


O 替 隆 ， 公 元 前 三 世纪 希腊 数学 家 . 一 一 译注 
© 贝尔 ， 当 代数 学 史家 , 一 一 译注 
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的 问题 14 叫 做 “最 伟大 的 埃及 金字 塔 9 ， 他 认为 问 : 
题 中 涉及 的 归纳 算法 较 之 今日 仍旧 并 然 公 立 的 任何 
— Bik RB RH RB EES 
REH eR EE? 


练习 


2.1 (a) 详细 复述 讲演 正文 中 得 到 古代 中 图 
人 的 弓形 面积 公 趟 时 所 述 全 部 经 验 步 又 。 
(2) 证 明 ， 用 这 个 公式 来 计算 半 轩 弓形 的 面 : 
RF pT Bae = 3。 
(c) 4) 4 te 4 BASES HR: 
的 正确 公式 。 | 
202 (ait, 古代 埃及 人 求 辕 面 积 的 方法 等 


价 于 取 工 = (y's =3。1604……。 

(所 过 闫 为 9 单位 的 下 方形 各 过 三 等 分 ， 入 
后 切 掉 四 个 三 角形 特 角 ， 从 而 得 到 一 个 八 边 形 ， 其 
面积 ， 任 肉眼 可 见 ， 与 正方 形 内 切 国 的 面积 相差 其 
徽 。 证 明 ， 这 个 八 边 形 的 面积 是 63 平 方 单位 ， 由 此 . 
可 见 内 切 贺 面积 与 边 长 为 8 单位 的 正方 形 面 积 相关 
不 多 。《 菜 恩德 古书 》 中 问题 48 附 有 一 幅 草 图 ， 可 
以 作为 证 据 ， 说 明 埃 及 人 计算 回 面 积 的 公式 可 能 就 
是 这 样 得 到 的 。 
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2.3 1936 年 在 苏 F 地 区 出 土 的 一 件 吉 代 巴 
记 伦 陶 制 铭文 上 说 ， 正 六 边 形 周 长 与 其 外 接 圆周 长 
之 比 是 87 + 586， 证 明 :由 此 可 得 3 ATE. 
24 EPHE 的 思想 在 经 验 工作 中 是 展 见 不 
鲜 的 。 例 如， 在 《莱恩 德 古书 了》 中 ， 我 们 发 现 ， 边 
长 依次 为 4，b，c，d 的 四 边 形 面积 为 
K- ESEA, 
(@) 证 明 。 对 于 所 有 非 长 方形 的 四 边 形 ， 上 
述 公 式 给 出 的 结果 偏 大 。 
t 纪 假定 埃及 人 的 上 述 公 式 是 对 的 ， 证 明 : 三 
角形 的 面积 就 可 以 表 为 两 边 之 和 之 半 再 乘 以 第 三 边 
之 半 。 用 这 个 公式 来 计算 三 角形 面积 是 不 对 的 ， 这 
是 在 现存 的 一 份 埃 迪 夫 回 约 中 发 现 的 ， 其 时 期 约 在 
《莱恩 德 古书 》 之 后 1500 年 。 
2.5 有 一 件 巴 比 伦 铭 文 ， 据 信 其 时 期 约 在 公 
元 前 2600 年 ， 其 中 有 下 述 记 载 ， 试 给 以 解释 : 
《图 周 长 60， 夭 长 2， 求 弦 长 。 
4 你 不 知道 吗 ? 2 的 两 倍 得 4，20 减 去 4 得 16， 
求 20 的 平方 得 400， 求 16 的 平方 得 256，400 减 去 256 
得 144， 求 144 的 平方 根 得 12， 这 就 是 弦 长 。 步骤 如 
oh, » 
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2-6 SPRAR HEY OREPR 的 宗 RH 
作 ， 时 期 约 在 公元 前 500 年 ， 在 数学 史上 有 重要 价 
值 汪 因为 其 中 载 有 建造 祭坛 的 一 些 几 何 规则 ， 表 
现 出 对 毕 达 琶 拉 斯 定理 加 的 了 解 。 那 里 提出 的 规则 
中 有 “ 圆 改 方 问题 ”的 几 个 经 验 解法 ， 相 当 于 d= 
(24 f2).S/3¥2 及 S= 13d/15, 这 里 4d 表示 图 的 直径 ， 
l REEL ABBE, 这 些 公式 相当 于 X 取 什么 
A? 

297 Emn 两 个 正 数 ， AMS Lm fone 
RAPE, SRP M5 RMD aly A= 
(m+ 1)/ (25° Hs (mta/ mn +n) 3,5 G=./ mn a 
w AHG, EARLE ERAM Nn, 

2.8 HARR 体 积 RRR URET 
底面 秘 来 高 的 三 分 之 一 ) 证 明 ; AER kR: 
BRERA RDR HWET AERA RA. 

269 Ra, bohy A 表 示 平 截 头 正方 彩 ERO 
锥 T 的 下 底 的 一 边 、 上 底 的 一 边 以 及 ,高 Be 把 T 分 
Br (1) 一 个 长 方 体 P， 上 底 为 p?， 高 为 hp O2) 
“a ESA AA, B, C, Dy. hy 体积 
AA‘ G— byh/ds C3) 四 个 正方 形 棱锥 及 F, G, 
H, 每 一 个 的 体积 都 是 (4 一 0)*h/f2。 FAR STH 

O PERREXIL Ki PETRA BR N, 

Ht. -一 译注 。 
加 ME “RAEM” . 一 一 详 注 
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体积 公式 | 
V = h(a? + ab+ b*)/3, 

210 ERR DLP EMAAR AT 的 分 解 。 
把 P 水 平地 切 成 三 个 相等 的 部 分 ,每 一 部 分 的 高 度 部 
‘Rh/3, RP—N WHI, 3A, B, C, DIR 
一 个 长 方 休 Q， 底 面积 为 (ab)， 高 为 把 @ 水 平 
地 切 成 三 个 相等 的 部 分 ， 高 度 都 是 h/3。 把 E，F， 
G， 互 换 成 一 个 长 方 休 R， 底 面积 为 (a 一 6)*， 高 为 
h/3。 把 P 的 一 个 切片 同 Q 的 一 个 切片 拼 成 一 个 长 方 
体 V, 底 面积 为 gb， 高 为 h/3。 把 P 的 一 个 切 HOB 
两 个 切片 以 及 R 一 起 撞 成 一 个 长 方 体 栈 , 底 面 积 为 

。， 高 为 M/3。 于 是 ,了 的 体积 等 于 U， V, WREAK 
方 体 体积 之 和 ,利用 这 个 事实 求 出 练习 2.9 中 的 体 
积 公式 。 由 此 可 以 想见 ，《 英 斯 科 古 书 》 问 题 14 
的 步骤 可 能 就 是 这 样 得 到 的 ， i 


进一步 的 读物 


Gilklings,R。J。， ‘Mathematics in the Time of 
the pharaohs, Cambridge, Mass, : ‘The M, n 
T, Press, 1972. o 

Neugebauer, Otto, The Exact Sciences inAnti~ 
_ guity, and ed, New York:Harper & Row, 
1962, 
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三 .从 如 性 认识 到 理性 认识 


演绎 方法 进入 数学 
《的 在 公元 前 800 年 ) 


约 在 公元 前 600 年 ， 几 何 学 进入 第 三 个 发 展 阶 
段 ， 数 学 史家 一 致 认为 ， 这 一 进展 应 归功 于 那个 时 
期 的 希腊 人 ， 而 最 早 的 开创 性 工作 则 属于 迈 里 特 斯 
_ 城 的 塞 利 斯 ， 他 是 古代 的 “七 贤 ” 之 一 。 塞 利 斯 里 
年 似乎 经 商 ， 积 累 颇 股 ， 所 以 后 半生 主要 致力 于 学 
何 和 旅游 。 他 到 过 埃及 ， 回 国 后 使 迈 里 特 斯 人 了 解 
到 埃及 人 的 几何 成 就 。 他 那 多 面 手 的 才华 合 他 声誉 
He, MARR. RE, DE, MRR, 
数学 家 及 天 文学 家 的 美 名 。 他 是 数学 中 上 第 一 个 名 
EWKA, WAR- NETAN ER 
人 物 。 下 述 初等 结果 是 他 的 功绩 ， 

1, 圆 的 任何 直径 把 该 圆 二 等 分 。， 

2. SUMMA > 7 

3。 WARRANT AS | 

4, P= BAO 
相等 则 全 等 。 
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5. 举 图 的 恕 形 角 为 直角 。 

上 述 五 个 结果 无 疑 是 塞 利 斯 时 代 之 前 早已 知道 
的 了 ， 这 些 结果 都 容易 用 实验 方法 得 到 ， 所 以 它们 
的 价值 不 应 以 其 内 容 来 衡量 ， 而 应 该 考虑 到 赛 利 其 
是 利用 逻辑 论证 而 不 是 任 直 观 和 实验 来 确立 各 个 结 
果 的 。 以 第 三 个 结果 为 例 ， 这 是 很 容易 用 实验 方法 
WEN, REINA, KMAR 
在 另 一 个 角 上 就 行 了 。 可 是 ， 塞 利 斯 当初 论证 这 个 
结果 的 方式 ， 多 半 限 我 们 今天 第 一 堂 几何 课 .上 的 讲 
法 一 样 ， 如 图 2 所 示 ， 我 们 要 证 明 角 x= os 既然 


图 2 > 
角 * 是 角 z 的 补 角 ， 角 y 也 是 角 z 的 补 角 , 可 见 角 x= 角 
%， 因 为 与 同一 个 量 相等 的 诸 量 彼此 也 相等 * 所 要 的 
结果 是 从 一 个 更 基本 的 结果 出 发 ， 经 过 一 连 帅 演绎 
推理 得 到 的 ， 这 种 几何 就 叫做 注 绎 几何 《 崔 证 几何 或 
有 机 几何 ) ， 自 公元 前 600 年 起 得 到 希腊 人 的 大 力 研 
究 。 这 些 古 希腊 人 把 几何 结果 以 及 所 有 的 数学 结果 
从 感性 认识 发 展 到 理性 认识 ， 这 种 苦心 孤 谐 、 精 雕 
细 琢 的 成 就 肯定 是 数学 史上 的 -- 个 “ 鞭 华 >， 如 果 
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OER, AUNARI RINE FE- A 
` 祖 。 

亚 人 时 和 区 所 有 民族 中 ， 为 什么 单单 是 希腊 人 
.断定 几何 事实 的 钢 定 应 该 依据 沁 辑 论证 而 不 是 任 实 
RIE ROMA SAT my “AREY. 学 者 们 


TREAT ZEA PS SUR ETI 


-本身 都 不 完全 令 大 满意 ， 不 过 所 有 这 些 解释 交 起 来 
也 许 还 是 可 以 搂 受 的 ， 最 常见 的 解释 是 在 省 希腊 人 
特别 稿 爱 在 哲学 上 寻根 究 底 这 方面 寻找 理由 。 ER 
学 十 关心 的 是 从 假定 的 前 提 推 出 必然 的 结论 吕 而 每 
验方 法 则 只 能 衡量 所 考虑 结 泉 成 立 的 可 能 性 汪 看 浴 
家 正 是 发 现 滨 绎 推理 才 是 他 们 必 不 可 少 的 下 损 关 其 
以 希腊 人 开始 考虑 几何 问题 时 自然 偏 妈 这 韩 方法 > 
AMZ ROR HERE BADER 
' Zibb, BOAO AR, BE RE 
一 目 了 然 的 。 由 于 对 美的 欣赏 既是 感性 体验 钼 大 允 
性 体验 ， 所 以 较 照 这 种 观点 ， 演 绎 沦 汶 中 莹 瑞 出 菜 
HARA. E ERS, RAMEE 
都 是 令 人 心 驰 神往 的 美感 了 。 ” ae 
e RW TL EES O 
PPRA RRE. 特权 阶级 养 尊 处 优 ， 
E At SEY AAT SAAR LURRA 
CRATES BIE. BORIC ARLE A ARB 
LT AERA, HAPTER A IEA 
23 


抽象 、 茂 视 实验 和 实际 应 用 ， 

| “最 后 这 种 解释 可 能 主要 在 于 概括 了 当时 发 生 的 
种 种 经 济 和 政治 的 变革 ， 迎 来 了 “铁器 时 代 ”， 发 
明了 字母 表 ， 和 铸造 钱币 ， 取 得 了 地 理发 现 ， 一 个 新 
型 的 文明 世界 正 喷 薄 欲 出 。 小 亚细亚 沿岸 以 及 局 来 
的 希腊 本 土 、 西 西里 岛 和 意大利 海岸 新 兴 商 堆 如 十 
后 春笋 ， 那 里 的 人 民 高 瞻 远 瞩 、 浮 想 联 遍 ， 正 是 他 
们 培育 出 了 这 种 新 文化 。 在 唯 理 主义 的 气氛 日 益 浓 
郁 的 条 件 下 ， 人 们 开始 提出 “如 何 ” 以 及 “何以 ? 
的 问题 。 经 验方 法 完全 足以 回答 如 何 的 问题 ， 但 却 
不 足以 回答 何以 的 问题 ， 所 以 尝试 使 用 辩证 方法 必 
定 是 不 可 阻挡 的 趋势 ， 其 结果 是 现代 学 者 们 视 为 数 
学 基本 特征 的 演绎 特色 便 崭露头角 。 | 

对 于 希腊 之 迹 的 解释 不 管 哪 一 种 对 ， 有 一 点 是 
必须 承认 的 ， 那 就 是 十 希腊 人 把 几何 变 成 了 与 他 们 
前 辈 传 下 来 的 那 一 堆 经 验 规则 过 然 不 同 的 东西 。 此 
外 ， 最 初 的 演绎 思想 是 在 几何 领域 而 不 是 在 代数 领 
二 提出 的 ， 这 个 事实 开创 了 数学 史上 持续 到 相当 和 
代 的 一 个 传统 。 

如 果 说 着 夺 人 所 齐 了 数学 更 上 所 有 初步 的 经 验 
方法 和 实验 方法 ， 那 是 不 可 想象 的 ， 因 为 很 可 能 ， 
如 果 没 有 这 样 或 那样 的 菜 些 初步 的 经 验 工作 ， 就 不 
会 发 现 什么 有 意义 的 数学 事实 。 一 个 数学 命题 可 以 
用 演绎 方法 来 证 明 或 否定 ， 首 先 就 要 把 该 命题 推测 
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出 来 ， 而 推测 无 非 就 是 按照 直观 、 观 测 、 类 比 、 实 
验 或 其 他 形式 的 经 验方 法 来 判断 多 少 是 有 点 道理 的 
一 种 猜想 而 已 。 演 绎 过 程 是 一 种 令 人 信服 的 阐述 形 
式 ， 但 几乎 不 是 什么 发 现 事 实 的 工具 ， 它 是 一 套 结 
构 复杂 的 机 器 需要 有 加 工 的 原料 ， 而 原料 通常 是 
凭 经 验 考 虑 提供 的 。 其 至 演绎 证 明 或 反 证 中 采用 的 
步骤 也 不 是 靠 什么 演绎 装置 给 予 指令 ， 而 必须 舍 斌 
验 、 纠 错 、 经 验 以 及 敏锐 的 猪 测 获得 。 实 际 上 ,能 
哲 会 算 ” 的 技艺 正好 是 一 个 当之无愧 的 数学 家 必须 
具有 的 重要 品质 之 一 。 这 里 要 紧 的 是 ， 希 蕴 估 坚决 
主张 ， 一 个 猜测 的 或 试验 得 到 的 数学 命题 一 定 于 用 
PAE REM SRAM) TREP 
实验 核 证 都 不 足以 确立 个 命题 。 
° Ste JU ERERS “RES LTA EI 
人 ， 都 一 定 要 进行 实验 ， 画 许多 图 来 检验 ， 这 样 斌 
一 下 ， 那 样 试 一 下 。 伽 利 略 (1564—1642) #1599 — 
年 试图 确定 摆 线 * 一 拱 的 面积 ， 他 的 办 法 是 用 与 母 
圆 大 小 一 样 的 若干 圆 板 作为 夺 码 来 称 一 个 手 线 板 ;: 
由 于 他 的 台秤 不 大 精确 ， 所 以 他 的 结论 也 不 准确 ，， 
一 拱 的 面积 很 接近 圆 面积 的 三 倍 , 但 并 不 恰好 相等 。 
1644 年 ， 他 的 学 生 E。 托 里 切 利 (1608 一 1647X; 利 
用 早期 的 积分 法 提出 第 一 个 发 表 出 来 的 数学 证 明 ; 

“各 线 蚌 一 个 加 请 直 红 次 动 而 不 清扫 时 交 周 上 一 个 定 ii an 
8. KE. - 
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一 拱 的 面积 正好 是 母 圆 面积 的 三 倍 。 

B。 巴 斯 卡尔 (1623—1662) 很 小 的 时 想 就 “发 
现 ” 三 角形 诸 角 之 和 是 一 个 平角 ， 他 用 的 办 法 是 把 
” 纸 三 角形 折 秋 起 米 的 简单 实验 . 

阿 基 米 德 〈 公 元 前 287? 一 212). HRSA OT 
法 》 中 讲 到 他 最 初 是 怎么 利用 机 械 考 呀 认识 到 球 的 
体积 是 4rrs/3， 这 里 7 是 球 的 半径 .但 是 阿 基 米 德 的 
数学 良心 使 他 无 法 承认 他 的 机 械 论证 是 一 个 证 明 ， 
因而 才 提 出 一 个 严格 的 证 明 。 | 

实际 制作 一 个 正 圆锥 ， 用 沙子 把 它 盾 满 三 次 ; 
然后 把 沙子 倒 进 同样 半径 同样 高 度 的 一 个 下 圆 柱 
中 ， 训 可 以 推测 到 ， 正 国外 的 体 各 等于 其 高 度 和 以 
底 圆 面积 的 三 分 之 一 。 TE 

ETRE, RNR 
Oe ee ee > 

和 人 人 不 应 反对 实验 以 及 实验 方法 加 为 和 多 上 
何事 实 无 疑 都 是 用 这 种 办 法 “ 发现” 的。 当然， 一 
”个 几何 推测 一 旦 提出 ， 就 应 该 象 阿 基 米 德 那样 用 
演绎 推理 加 以 证 明 或 反驳 ， 从 而 对 问题 给 以 一 种 确 
定 不 移 的 彻底 解决 。 不 少儿 何 推测 就 是 洁 精 细 绘 图 
的 结果 或 对 某 些 极端 情形 进行 实验 而 齐 到 气 弃 的 ; 
， 提出 几何 推测 有 一 种 富有 成 果 的 方法 ， 就 是 类 
比 法 ， 不 过 必须 承认 ， 这 样 提出 的 推测 有 很 多 最 后 
证 明 是 不 对 的 。 空 间 几 何 的 大 量 事实 就 是 从 平面 的 
26. 


相似 情况 通过 类 比 发 现 的 ;在 高 维 空间 的 几何 中 ， 
”类 比 也 起 着 非常 成 功 的 作用 。 - 

:生物 学 家 曾经 精辟 地 提出 过 一 条 著名 规律 ， 即 
是 “个 体 发 育 是 种 系 发 育 的 重演 ?”， 这 不 过 是 说 ， 
一 般 而 言 ，“ 个 体重 复种 系 的 演化 > ,。 有 一 条 声学 ， 
ARERR MEN, ME, BOHR: 
2 eS] RER RY EE 
疾 序 。 以 几何 为 例 ， 我 们 已 经 讲 过 ， 在 历史 上 此 
何 发 展 经 过 三 个 阶段 ， 首 先是 潜移默化 的 用 傈 ， 然 
后 是 实验 几 条 ， 最 后 是 辨证 几何 。 因 此 上 述 教学 
”法 原理 就 是 主张 几何 先 应 以 潜移默化 的 形 简 佛 绍 给 
”儿童 ， 多 半 是 通过 简单 劳作 以 及 对 自然 界 的 简单 观 
察 。 这 样 ， 妃 童 们 就 会 潜移默化 地 领 展 刘 大 量 的 几 
RA, WER. AE, =A, AP AE 
BOR FER, AR, D ME ROR 
锥 ， 等 等 。 然 后 ， 稍 晚 一 些 ， 就 应 该 使 这 种 潜 移 默 
化 的 基础 演变 为 实验 几何 ， 这 时 学 生 就 可 以 利用 国 ， 
O 规 直 尺 .刻度 尺 和 量 角 器 ,剪刀 和 浆 糊 以 及 简单 的 模 
URE URE, MTT AS SS, 
BS, 学 生 已 经 足够 成 熟 的 时 候 ， 就 可 以 用 辨证 
形式 或 线形 式 来 介绍 几何 学 ， 而 且 可 以 指出 前 = 
过 程 的 优 缺 点 。 SRR BE 
| KRALL UIE A AR BND EAE 
几何 的 第 二 阶段 ， 即 实验 阶段 ， 这 一 阶段 没有 安排 
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足够 的 时 间 ， 而 经 验 几何 ， 即 实验 几何 ， 却 有 很 多 
可 讲 的 东西 。 这 一 阶段 花费 的 时 间 有 助 于 观 固 学 生 
对 许多 几何 观念 的 掌握 ， 可 以 向 他 们 说 明 学 习 数学 
上 某 些 初 步 的 归纳 过 程 的 重要 性 与 必要 性 ， 同 时 指 
出 这 种 结果 如 果 没 有 严格 的 论证 为 后 慎 会 有 什么 负 
点 。 为 了 使 这 一 阶段 的 几何 教学 更 加 广泛 、 更 有 价 
信 ， 中 学 教师 需要 做 的 事 就 是 注意 搜集 简单 而 有 意 
义 的 几何 实验 ， 使 用 价 廉 易 造 的 模型 。 把 这 些 实验 
-汇集 成 册 ， 有 志 于 此 的 人 是 很 值得 一 试 的 。 


练习 


3.1 印度 数学 家 厄 里 亚 巴 达 长 老 在 六 BRM 
写 过 一 首 诗 ， 由 33 对 骆 句 组 成 ， 巴 做 《 徊 尼 塔 ?下 
HAA at Hy AE Ke 

SAUER DRL A KERKRADE 
高 之 半 。 

半 国 周 来 以 半 直 径 为 国 面积 ! DARRUEF 
方 根 为 球体 积 。 

AUMAG HOT RLECKA 二 oe 者 
对 ， 在 三 维 都 不 对 。 我 们 指出 ， 在 希腊 人 引进 演绎 ， 
推理 之 后 很 入， 印度 数学 仍然 是 经 验 数学 。 
3.2 案 利 斯 在 埃及 时 曾 所 阴影 算出 金字 塔 的 
高 度 而 名 嗓 一 时 。 这 件 事 有 两 种 说 法 。 FM 的 说 
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法 是 亚 里 斯 多 德 的 学 生 海 著 尼 玛 斯 讲 的 ， 说 宣 利 斯 
是 在 人 的 阴影 等 于 其 高 度 时 测量 出 金字 塔 MEZ 
长 ，' 从 而 确定 出 金字 塔 的 高 度 。 后 期 的 说 法 是 普 重 
培 克 四 讲 的 ， 说 宣 利 斯 竖立 起 一 根 棍子， 然后 利用 
相似 三 角形 。 这 两 种 说 法 都 没有 提 到 一 个 真正 的 难 
点 ， 即 在 每 种 情形 下 如 何 得 到 金字 塔 阴影 之 长 ， 也 
就 是 金字 塔 顶端 阴影 点 到 金字塔 底部 中 心 的 钥 离 。 
上 述 未 予 说 明 的 难点 产生 了 所 谓 的 “ 宣 利 斯 玲 
题 ? ， 想 出 一 种 确定 金字 塔 高 度 的 方法 ， 只 靠 阴 影 
观测 各 = 相似 三 角形 ， 不 依赖 于 纬度 和 一 年 一 日 的 特 
定时 刻 。 〈 有 有 一 种 干净 利落 的 解法 ， 利 用 两 次 内 Y 
观测 ， 其 间 相 距 几 小 时 。) 
5 ARBARAN a ANA 
相等 ， 试 证 明 下 述 命题 
(a) 三 角形 诸 内 角 之 和 等 子 一 个 平角 。 
O 西 n 边 形 诸 内 角 之 和 等 于 1 一 2 个 平角 
3.4 假定 矩形 面积 等 于 长 采 帘 ， 试 证 明 下 面 
一 连 事 定理 ， 
(a) EUW MRS TARR. 
D 三 角形 面积 等 于 任何 一 这 与 该 边 土 高 
度 之 积 之 半 。 
(c) 直角 三 AUARITIRZRŽŤ. 
(d) 三 角形 面积 等 于 其 周 长 与 内 切 圈 半径 
O 希腊 传记 作家 ，46? ~~ 1202 .一 译注 
29: 


之 积 之 半 ， 
l Ce) BUARFTABARAMAZ $ z 
Cf) 正 多 边 形 面积 等 于 其 周 长 与 边 心 距 " 之 
RLF 
O O 圆 面积 等 于 其 周 长 与 半径 之 积 之 半 。 
35 假设。 (1) Boe Aa Re BE 

Bh, (2) 三 角形 诸 角 之 和 等 于 一 个 平角 ， 《3) 国 
的 切线 生 直 于 过 切 点 的 半径 。， 试 证 明 下 面 一 连 囊 的 
定理 

(a) 三 角形 的 外 角 等 于 两 个 不 相 邻 内 角 之 
和 。 
Cb) 圆周 角 由 其 所 蕉 之 乡 之 半 量 度 。 
(c) 半圆 弓形 角 是 直角 。 
(d) 圆 的 两 条 相交 弦 构 成 的 角 由 其 所 RA 
自 纹 之 和 之 半 量 度 。 

Ce) Hm ARON AHA MA 
ARAZO, 

O 图 的 切线 与 过 切 点 的 弦 构 成 的 角 由 所 
RZA. 

(g) Bh 6h RA A BO a 


。) ESMBHUOBEPDAEN-RM MH EE — E 
注 , . 
O 注意， 交友 应 在 由 外 . 一 -译注 
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两 段 狐 之 差 之 半 量 度 。 

© 本 两 相约 外 世 RA 
BRLELFER. 
B.G WEMRREABKNER M, t 
ER 三 角形 庶 角 之 和 是 一 个 平角 。 

3*7 要 把 一 个 图 心 ,有 40B 三 村 分 ， 有 人 中 
把 弦 4B 王 等 分 ， 然 后 把 三 等 分 点 与 O 联 结 起 来 。 这 
种 作法 对 于 小 的 角 着 起 来 但 是 有 理 ， 但 是 考 关 一 个 
PEPITA, BARRE ETAT. 试 给 
AR. i ee 
3-8 两 把 梯子 ， —ieK60R, KLR, 
分 别 横 跨 两 诬 大 楼 之 间 的 通道 , AHH RAAT H, 
MERA, RARE GREAT Rs 
试问 通道 有 多 宽 ? ' 

由 作 图 求 近似 解 。 对 这 个 问题 的 代数 处 理 需要 
解 一 个 四 次 方程 。 若 ec 和 8 表示 两 梯 的 长 度 )， CARA 
梯 交 叉 处 的 高 度 ，x 表 示 通 道 的 宽度 ; 则 可 证 明 

(a-r T E+ (bean) 7 Fee! 

3-9 设 F，V，E 分 别 表 示 一 个 岁 面 体 的 面 ， 
R, WR RAHM, 对 于 四 面体 、 宇 方 体 v 三 粮 
E, BRE, EJERE, LAYE, WEA 
的 立方 体 、 主 方 体 一 傈 面 上 接 上 一 个 正 学 形 校 锥 这 
LB, MMMRRV + E+ P= 2。 你 是 否 觉得 这 个 
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公式 对 所 有 多 面体 都 成 立 ? 

3°10 有 些 西 多 面体 ， 其 所 有 的 面 都 是 三 角形 
《例如 四 面体 )》， 有 些 ， 所 有 的 面 都 是 四 边 形 CA 
如 立方 体 ) ， 有 的 ， 所 有 的 面 都 是 五 边 形 《例如 正 
十 二 面体 )》。 你 是 否 以 为 可 以 继续 这 样 列 举 下 
去 ? 

3°11 (a) FRAS HHP, 设 C 是 其 中 一 个 
内 点 。 我 们 可 以 设想 P 中 有 一 种 适当 的 不 均匀 分 布 
的 质量 ， 使 得 P 的 重心 与 C 重 合 。 如 果 把 这 个 有 重量 
的 多 面体 扔 到 水 平地 面 上 ,最 后 它 就 会 静止 不 动 , 有 
一 面 靠 在 地 面 上 《否则 我 们 就 会 得 到 永 动 现 象 ) 。 
试 说 明 这 种 考虑 可 以 产生 下 述 几 何 命题 的 一 种 机 械 
论证 : 《给 了 是 多 面体 P 抽 其 中 一 个 内 点 C， 则 : 卫 有 
iS GF, RECA ERTS LSSR, HE 
RAF HAR, 

(6) st (a) 中 的 命题 给 以 几何 证 明 。 

3.12 考虑 一 个 椭圆 ， 其 半 轴 为 a 和 b。 如 果 

a=b, WRHRK-TA, H 
P=x(a+b) fe P'= -2rth Ë 

这 两 个 式 子 都 变 成 2T4， 即 是 圆 的 周 长 ， 由 此 可 以 
BR, PAP THAD RAKE, KB 以 讨 
iz. ` . 
3.13 eR — rh A NE G 
贺 ， 忠 道 的 宽度 是 常数 ， 则 跑道 的 人 外国 是 否 也 是 
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a? . 
3.14 三 角形 三 杂 高 线 共 点 。 四 面体 的 四 条 高 
线 是 否 也 共 点 ? 
315 试 得 出 三 维 空间 中 与 下 述 平 面 定 理 相似 
的 定理 ， -o 
《a) 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 共 点 ， 其 交 点 
混 三 角形 内 切 贺 的 国 心 。 
O 图 面积 等 于 一 个 三 角形 的 面 积 ， 这 三 
月 形 的 底 边 与 圆周 等 长 ， 其 高 等 于 图 半径 。 
O 等 腰 三 角形 高 级 的 委 足 是 该 三 角形 底 
nape 


进一步 的 读物 

Van der Waerden, B, L, , Science . | 
Awakening, tr,by Arnold Dresden, New York: 
Oxford University Press, 1961; New’ Yorks 
John Wiley, 1963 (paperback ed。) 。 i 


33 


四 .第 一 个 名 副 其 实 的 定理 


o 毕 达 哥 拉 斯 定理 
(的 在 公元 前 540 年 ) 


初等 几何 中 最 引 人 注目 、 考 定 也 是 最 闭 名 最 有 
用 的 一 个 定理 ， 就 是 所 谓 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ，“ 在 任 
何 直角 三 角形 中 ， 斜 边 上 的 正方 形 等 于 两 条 直角 边 
上 的 正方 形 之 和 。” 如果 有 一 个 定理 可 以 当之无愧 
地 算是 数学 史上 的 一 件 “ 萌 华 ”， 那 么 毕 达 哥 拉 斯 
定理 大 概 就 是 主要 的 候选 者 了 ， 因 为 它 可 能 是 数学 
史上 第 一 个 真正 名 副 其 实 的 定理 。 但 是 ， 当 我 们 开 
始 考虑 该 定理 的 济源 时 ， 心 里 总 觉得 不 是 那么 很 中 
实 ， 虽 然 传 说 是 把 这 个 著名 的 定理 归功 于 毕 达 条 拉 
斯 ， 但 是 二 十 世纪 对 美 索 不 达 米 亚 出 土 的 陶器 锁 文 
上 的 模 形 文字 考察 的 结果 表明 ， 早 在 毕 达 哥 拉 斯 时 
代 之 前 的 一 千 多 年 间 ， 古 巴比伦 人 就 已 经 知道 该 定 
理 了 。 在 古代 印度 和 中 窗 的 有 些 著 述 中 也 可 以 见 到 
对 该 定理 的 了 解 ， 这 些 著述 的 时 期 至 少 可 以 点 溯 至 
上 毕 达 哥 拉 斯 的 时 代 。 不 过 ， 在 提 到 这 个 定理 的 那些 
非 古 希腊 文献 或 古 希腊 前 的 文献 中 ， 都 没有 对 上 述 
了 4 


关系 的 证 明 ; 很 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 或 他 那 著 名 的 
“ 哥 老 会 ”的 某 个 成 员 ， 第 一 个 对 该 定理 提供 了 合 
PAE 7 
PURE, WHA REE 
的 哥 老 会 讲 点 东西 。 毕 达 哥 拉 斯 是 数学 史上 第 二 个 
名 垂青 史 的 人 。 透 过 古代 神秘 的 烟雾 ， 我 们 可 以 推 
断 毕 达 哥 拉 斯 约 生 于 公元 前 572 年 , 出 生地 是 爱 琴 海 ， 
的 萨 莫 斯 岛 ， 与 著名 的 塞 利 斯 的 故乡 迈 里 特 斯 城 相 ， 
蝶 不 远 。 毕 达 哥 拉 斯 大 约 比 塞 利 斯 小 所 十 岁 ， 又 眼 
他 住 得 很 近 , 所 以 很 可 能 曾 在 这 位 老者 的 门下 受 业 。 


无 论 如 何 ， 他 跟 塞 利 斯 一 样 ， 有 一 个 时 期 管 经 旅居 ， 


换 及 ， 后 来 纵情 于 更 加 广泛 的 旅游 ， 很 可 能 远 至 印 
度 。 他 浪迹 两 年 之 后 回归 故里 ， 发 现 萨 莫 斯 间 正 处 
于 “多 头 政治 ”的 暴政 之 下 ， 爱 奥 尼 亚 地 区 他 AB 
分 处 于 波斯 统治 下 ， 所 以 他 移居 希腊 海港 妒 市 克 罗 
多 纳 《 现 位 于 意大利 南部 靴 形 地 区 ) ， 他 在 那里 建 
立 了 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。 这 个 学 派 不 仅 是 研究 
哲学 、 数 学 和 自然 科学 的 学 术 团体 ， 而 且 还 发展 成 ` 
组 织 严密 的 “ 哥 老 会 ”， 有 秘密 的 仪式 和 章程 。 最 
后 ， 这 个 哥 老 会 的 政治 势力 和 贵族 倾向 山 员 逼 人 ， 
所 以 意大利 南部 的 民主 势力 捣毁 了 该 学 派 的 建筑 
物 ， 使 这 个 组 织 分 出 高 析 。 据 传 ， 毕 达 哥 拉 斯 亡命 


@ 小 亚细亚 海岸 古 地 名， 包括 许多 岛屿 , 一 一 译注 
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于 美 塔 庞 通 , 以 75 岁 或 80 岁 的 高 龄 在 那里 终 其 一 生 ? 
可 能 是 追踪 者 暗杀 的 结果 。 这 个 哥 老 会 的 成 员 昌 然 
都 作 乌 兽 散 ， 但 仍 继续 活动 了 至 少 两 个 多 世纪 

毕 达 哥 拉 斯 的 哲学 ， 在 风格 上 有 印度 渊源 ， 其 
基本 假设 是 ， 全 体 正 整数 是 人 类 和 物质 千差万别 的 
诱因 人 简 言 之 ， 全 体 正 整数 控制 着 大 千 世 界 的 质 与 
量 。 正 整数 的 这 种 观念 和 升华 促使 他 们 进行 深入 的 
_ 研究， 因为 , 谁 知道 呢 , 也 许 由 于 揭示 出 整数 的 奥妙 
福 质 ， 人 类 说 不 定 就 有 办 法 在 某 种 程度 上 支配 或 改 
善 自己 的 命运 呢 。 因 此 ， 他 们 加 紧 了 数 的 研究 ， 而 
由 于 数 与 几何 紧密 相关 ， 也 加 紧 了 几何 的 研究 。 因 - 
”为 毕 达 哥 拉 斯 的 讲授 纯 系 口述 ， 而 且 哥 老 会 的 惯例 
是 把 所 有 的 发 现 都 归功 于 至 尊 开 山 祖师 ， 记 以 现在 
很 难 弄 清 鄂 些 数学 发 现 应 该 算是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 的 
功绩 ， 哪 些 应 该 归 在 哥 老 会 其 他 成 员 的 名 下 。 
”现在 回 过 头 来 再 讲 所 说 的 那 件数 学 史上 的 “ 章 
华 ”， 我 们 自然 很 想 知道 ， 对 于 以 毕 达 哥 拉 斯 命名 
的 那个 名 副 其 实 的 定理 ， 他 可 能 给 出 的 证 明 其 性 质 
如 何 ? 对 此 有 很 多 推测 ， 一 般 认 为 大 概 是 一 种 分 解 
式 的 证 明 ， 如 下 所 述 。 设 2，b, Cc 表示 已 知 直角 三 角 
形 的 色 、 股 、 弦 ， 考 号 图 3 所 示 两 个 正方 形 ， 都 以 
a+t 为 一 边 。 第 一 个 正方 形 被 分 解 成 六 块 ， 即 是 分 
别 以 义 、 股 为 边 的 两 个 正方 形 以 及 与 已 知 三 角形 全 
等 的 四 个 直角 三 角形 .第 二 个 正方 形 被 分 解 成 五 块 ， 
36 


a. 

图 3. ` = 
DAK UN~TETBURS BSS 
的 四 个 直角 三 角形 。 于 是 ， 由 等 量 减 等 量 可 见 ， 以 
” 弦 为 边 的 正方 形 等 子 以 勾 、 映 为 边 的 两 个 正方 形 之 
Bl. oo 
为 了 证 明 第 二 种 分 解 中 当中 的 那 一 块 的 确 是 这 
长 为 的 正方 形 , 我 们 要 利用 直角 三 角形 诸 角 之 和 等 
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于 两 个 直角 这 个 事实 。 不 过 ， 这 个 事实 就 一 般 三 角 
形 而 言 已 经 被 认为 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 功劳 了 。 由 
于 对 这 个 一 般 事实 的 证 明 又 需要 知道 平行 线 的 某 些 
性 质 ， 所 以 平行 线 理论 也 被 认为 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
早期 的 功绩 。 

整个 数学 史上 也 许 找 不 出 第 二 个 定理 有 毕 达 哥 
拉 斯 定理 那样 多 的 千姿百态 的 证 明 。 在 EE。S, 卢 米 
斯 的 著作 《 毕 达 哥 拉 斯 命题 )* /第 二 版 中 , 他 搜集 了 
这 个 著名 定理 的 370 个 证 明 ， 并 加 以 分 类 整理 。 


两 个 面积 《或 两 个 体积 )P 和 @ 叫 做 按 加 法 全 等 ， | 


如 果 它 们 可 以 分 解 成 若干 对 互相 对 应 的 全 等 图 形 。 
P 和 0Q 叫 做 接 减法 全 等 ， 如 果 它 们 可 以 拼接 上 若 TH 
互相 对 应 的 全 等 图 形 ， 使 得 所 得 到 的 两 个 新 图 形 是 
按 加 法 全 等 的 。 毕 达 哥 拉 斯 定理 有 很 多 证 明 ， 其 依 
据 就 是 证 明 直 角 三 角形 弦 上 的 正方 形 是 按 加 法 或 按 
减法 全 等 于 该 直角 三 角形 勾 、 股 上 的 正方 形 的 拼合 。 
上 面 扼要 介绍 的 那个 证 明 ， 据 传 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 
提出 的 ， 就 是 一 种 按 减 法 全 等 的 证 明 。 

图 4 和 图 5 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 提出 了 两 个 按 吉 
法 全 等 的 证 明 ， 第 一 个 是 HH。 贝 利 果 于 1873 年 给 出 
的 sk ， 第 二 个 是 HE。 已 。 杜 德 内 于 1917 年 给 出 的 。 


. # 密 执 安 州 人 . 阿 博 私人 印刷 :爱德华 兄弟 出 版 公 司 1940 年 出 
版 ， 翻 印 本 可 向 华盛顿 “全 国 数学 教师 理事 会 ”购买 .~ R È 

ax 这 是 重新 发 现 的 证 明 ， 所 用 的 分 解 是 DT。 柯 控 《826 一 901) 
早已 知道 的 , 一 一 原 注 
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图 5 . - 

图 6 提出 了 一 个 按 减 法 全 等 的 证 明 , 据说 是 达 , 芬 厅 
(1452—1519) © 想 出 来 的 。 pes as 
任何 两 个 多 边 形 的 面积 如 果 相 等 ， 就 是 按 加 法 


O RANESHR, MAR, EAK LAM, MER, M 
HAF, LOKERBRROEM.— BR 


39 


图 6 

全 等 的 ,而 且 面积 的 分 解 总 是 可 以 用 圆规 直 尺 作 图 。 
另 一 方面 ，M 德 恩 在 1901 年 证 明 ， 两 个 多 面体 的 
体积 即使 相等 ， 却 不 一 定 是 按 加 法 全 等 的 ， 也 不 一 
定 按 减法 全 等 的 。 特 别 是 ， 不 可 能 把 一 个 正四 面体 
分 解 成 一 些 多 面体 图 形 ， 使 得 这 些 图 形 可 以 重新 拼 
成 一 个 立方 体 . 欧 几 里 德 在 其 《 儿 何 原本 》《 约 在 
公元 前 300 年 ) 中 有 时 就 使 用 分 解 方法 来 证 明 面积 要 
等 。 | 

欧 九 里 德 在 其 《 儿 何 原本 》 卷 命题 47 中 ， 基 
于 图 7 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 了 一 个 优美 的 证 明 ; 
40 


负 7 ARM Re MBAS” ©, 也 叫做 “新 娘 
BÆ . WEAR INE: (AC)? = 2ATAB= 2A 
CAD= ADKL, fe, (BC)? = BEKL, yt, (AC)? 
+ (BC)? = ADKL+ BEKL = (AB)?, 


ga | | 

中 学 教师 有 时 也 向 学 生 讲 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 
个 奇怪 的 证 明 ， 那 是 印度 数学 家 兼 天 文学 家 巴 斯 卡 
拉 给 出 的 ， 他 的 学 术 活 动 在 1150 年 左右 达到 高 峰 。 / 
”证 角 是 分 解 式 的 ， 如 图 8 所 示 ， 弦 上 的 正方 形 分 成 
四 不 三 角形 ， 都 和 已 知 直角 三 角形 全 等 ， 还 有 一 个 


© 双方 济 会 是 天 主教 的 一 个 教会 组 名 由 至 方 洲 建 立 ， 一 一 
he l 
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| 正方 形 ， 边 长 等 于 已 知 

HERES BLS, 

这 些 图 形 很 容易 重新 拼 

成 勾 。 股 上 的 两 个 正方 

形 之 和 ， 巴 斯 卡拉 画 出 
了 图 ， 没 有 多 加 解释 ， 


只 写 了 一 个 字 :“ 上 1 ” 
ARE, ' 添 一 点 代数 运 


图 8 
算 就 把 证 明 补 全 了 , 因为， 如 果 4，5，c 是 已 知 直角 
三 角 形 的 AL RR WA 

c? = 4(ab/2) + (b-a)? =a? tb, |, 

也 许 ， 电 影 放映 出 来 的 活动 证 明 才 是 更 加 好 
“上 ”的 证 明 ， 这 时 ， 经 过 图 ARENE, RE 
的 正方 形 连 续 变 形 ， 最 后 成 为 抒 、 股 上 两 个 正方 形 . 
之 和 。 ok, 
巴 斯 卡 拉 又 画 一 条 高 线 垂直 于 弦 ， 提 出 了 毕 达 
哥 拉 斯 定理 的 第 二 个 证 明 。 由 图 10 的 相似 直角 三 角 
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图 9 


形 可 见 cp = bm c/e=o/m 即 是 
cm=b?, cn=a’。 
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相 加 得 到 


a? +b? =c(m+n) =c? 


这 个 证 在 十 七 直 纪 由 英 国 数学 家 ,本 时 斯 (118 
一 1703) 重新 发 现 。 
美国 有 几 位 总 统 同 数 学 有 点 瓜葛 。 GRIO 
曾经 是 一 位 著名 的 勘测 员 ，T。 杰 斐 逊 @ 曾 大 力促 
进 美国 高 等 数学 的 教学 工作 ， A, HEO RENE 
TRULE GLER) DELS TER. 更 有 
BAW. A. MIE (1831—1881) ,美国 
第 二 十 任 总 统 ， 他 当 学 生 的 时 候 就 对 初等 数学 表现 
出 热切 的 兴趣 和 良好 的 能 力 。1876 年 ， 他 在 当众 议 
员 的 时 候 ， 也 就 是 他 当 美 国 总 统 的 前 五 年 ， 他 独力 
发 现 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 非常 漂亮 的 证 明 ， 他 


四 ”美国 第 一 任 总 统 ，1732 一 1799。 一 一 译注 

名 ”美国 第 三 任 总 统 ，1743 一 1826， 一 一 译注 、 i， “3 

图 ”美国 第 十 六 任 总 统 ，1809 一 1865， CC — 
译注 
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是 在 和 一 些 国会 议员 讨论 数学 时 灵机 一 动 想 出 来 
和 的。 这 个 证 明 后 来 在 《新 英格兰 教育 杂志 》 上 登 出 
来 了 。 中 学 生 看 到 这 个 证 明 总 是 很 感 兴趣 。 只 要 学 
了 梯形 面积 的 公式 以 后 马上 就 可 以 讲 ， 主要 是 用 两 
种 不 同 的 方法 来 计算 图 11 中 梯形 的 面积 ， 先 用 梯形 
面积 的 公式 (面积 为 上 下 底 之 和 之 半 乘 以 高 )，: 然 
后 再 把 梯形 面积 表 为 它 分 成 的 三 个 直角 三 角形 面积 
”之 和 ， PRAT MRR TR, 所 

UA (ERN) 7 


a . 图 11 o’ 
(a+b) la+ b)/2= 2[(ab)/2] +07/2, ` 
HE 


a? + 2ab+b? =2ab+c?, 
从 而 oe 
-@t+b=c?*, 
HFA, B Aa b, oy EH 
应 地 有 所 画 的 那样 一 个 梯形 ， 所 以 就 证 明了 毕 达 哥 


拉 斯 定理 。 
毕 达 哥 拉 斯 定理 也 象 许多 别 的 著名 定理 一 样 有 
很 多 推广 ， 甚 至 在 欧 几 里 德 的 时 代 这 个 定理 就 已 经 
有 一 些 推广 了 ， 例 如 ， 《几何 原本 》 卷 页 命题 31 
说 :在 直角 三 角形 中 ， 在 纺 上 本 出 一 个 图 形 的 面积 等 对 在 
勾 、 股 上 用 同样 方法 画 出 的 两 个 相似 图 形 面积 之 和 ,: 这 .个 
推广 只 是 把 直角 三 角形 三 边 上 的 三 个 正方 形 换 成 了 
任何 三 个 作法 相同 的 相似 图 形 。 由 《几何 原本 》 卷 
荆 命题 12 和 13 可 以 得 到 一 个 更 有 价 信 的 推广 。 这 两 
个 命题 合并 起 来 有 一 个 稍 许 现代 化 的 提 法 ， 在 一 个 
三 角形 中 ， 钝 角 GAD 对 边 的 平方 等 于 其 余 两 边 的 平方 
和 再 加 上 RA) 其 中 一 边 与 另 一 边 在 其 上 的 投影 之 积 的 ， 
. 两 倍 .按照 图 12 的 记号 ， 就 是 说 


D 


. mi2 、 
(4B)? = (BC)* + (CA)? 42(BC) (DC), 
正 负 号 视 三 角形 4BC 的 角 C 是 钝 角 或 锐角 而 定 。 如 果 
我 们 使 用 有 向 线段 ， 就 可 以 把 《几何 原本 》 卷 于 的 
46 | 


合 题 12 和 13 以 及 卷 工 的 命题 47〈 毕 达 哥 拉 斯 定理 》 
合并 成 一 个 命题 ， 在 三 角形 4BC 中 ， 如 果 刀 是 BC H 
LRANER, WA 
- (4B)? = (BC)? + (CA)? - 2(EC) (DC), 
由 于 DC= C4 cos BC4, 所 以 我 们 看 出 ,最 后 这 个 式 
子 实际 上 就 是 所 谓 的 余弦 定理 ， 的 确 是 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 极 好 的 推广 。 
但 是 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 最 引 人 注 目的 推广 可 能 
是 亚历山大 港 @ WEA MAE BRB) © BV 
开头 提出 的 推广 了 《的 在 公元 300 年 ) } 巴 布 斯 对 毕 
达 哥 拉 斯 定理 的 推广 如 下 〈( 见 图 13》: 设 4BC 是 任 
. 意 三 角形 ，CADE，CBFG 是 在 边 C4 和 CB 上 向 外 画 出 的 任 . 
窟 平行 中 边 形 ，DE 和 PFCG 相 交 于 了 ， 作 4L、 BMRHC H 
等 旦 平行， 于 是 ， 平 行 四 边 形 4BJML 的 面积 关于 两 个 平行 
下边 形 C4DBE 与 CBFG 面 积 之 和 。 这 点 容易 证 明 ， 因 为 
我 们 有 CADE=CAUH= SL4R，CBFG=:CBH= — 
BMBR, 所 以 C4LDE+CBFG= SLAR + SMBRE ABM 
工 .还 应 指出 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 这 一 推广 少 丙 个 方 
ii, M, — HARES = AEH Te 


®© 埃及 北部 海港 城 市 ， 公元 前 333 Em 大 大 奏折 如 
lee. 

加 “公元 三 世纪 希腊 数学 家 书 布 斯 的 午 要 著作 ,，. APNE 
世纪 的 版 本 , 其 中 收集 了 肖 欧 几 里 德 直到 托 甚 玫 的 大 部 分 数学 成 果 } 
电大 斯 为 了 便于 组 解 还 补充 了 若干 引 理 和 定理 。 因 此 ， 这 是 研究 十 

希腊 数学 史 的 重 训 文献 .一 一 译注 - 
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窜 三 角形 ， 而 直角 三 角形 勾 、 股 上 的 正方 形 则 换 为 
任意 平行 四 边 形 。 y 


学 几何 的 中 学 生 在 见 到 巴 布 斯 对 毕 达 哥 拉 斯 定 
吾 的 推广 时 几乎 没有 不 感 兴 趣 的 ， 所 以 这 一 推广 的 
证 朋 可 以 供 学 生 作 为 很 合适 的 练习 ， 更 有 才能 的 岂 
何 学 生 也 许愿 意 试 手 证 明 巴 布 斯 所 作 的 下 述 进 一 步 
的 (三维 空间 ) 推广， 设 4BCD (WEL) REND 
面体 ，ABD-EFG，BCD-HIJ，CAD-KLM 是 在 ABCD 
的 面 4BD，BCD， CAD LA MHH=E SERERE, 
CMEHEFG, HIJ, KLM 的 交点 ， ABC-NOP 是 三 楼 
H, MERMAN, BO, CP 都 是 向 量 0D 的 平移、 于 A, 
ABC-NOP 的 体积 等 于 ABD-EFG, BCD-H1J, CAD- 
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KLM 的 体积 之 和 。 证 明 类 似 于 前 面 对 巴 布 斯 广 提 
出 的 证 明 。 o Q oe 


' 图 14 . 

最 后 ， 我 们 提出 毕 达 哥 拉 斯 定理 在 三 维 空间 中 ， 

一 个 类 似 的 结果 ， 不 加 证 明 。 这 个 结果 经 常 电 做 德 
夫 定 理 * 。 我 们 先 提出 一 些 定义 。 一 个 四 面体 如 果 
有 一 个 三 面 角 ， 其 三 个 面 上 的 角 全 都 是 直角 ， ME 
为 三 直角 四 面体 ， 该 三 面 角 称 为 四 面体 的 直角 其 要 
ONT. TE, Mee a 


。 这 是 以 马尔 维 斯 的 ]， P, WS (1712—1785) HARM, 


” 他 是 1783 年 把 该 命题 提交 巴黎 科学 院 的 。 可 是 ， 笛 卡尔 (1596 一 


1650) 及 其 同 代 人 J， 佛 拉 贝 尔 (1580—1635) 早已 知道 该 定理 了 
此 外 ， 这 也 是 J. 索 于 1774 年 提交 给 巴黎 科学 院 的 一 个 更 一 MER 
HEA, — Ri 
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T: 三 直角 四 面体 底面 积 的 平方 等 于 其 余 三 面 的 面积 平方 
之 和 。 读 者 如 果 聊 路 和 欲 试 ， 不 妨 给 以 证 明 .， ~ 

由于 现在 对 星际 探索 的 兴趣 有 日益 增 长 ， 研 宇宙 
中 其 他 星球 上 可 能 存在 生命 ， 所 以 不 时 有 人 建议 ， 
罕 地 球 上 建造 某 种 巨大 的 图 案 ， 借 以 向 可 能 有 的 天 
外 来 客 表明 ， 我 们 这 个 星球 上 是 存在 智 夏 的 。 最 可 
取 的 图 案 似乎 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 种 巨大 的 图 示 : 
构 形 ， 可 以 建造 在 撤 蛤 拉 沙 江上 ， 俄 国 的 西伯 利 亚 、 
大 草原 上 或 别 的 广阔 地 区 。 任 何 有 智慧 的 生物 对 于 
欧 氏 几何 中 这 个 杰出 的 定理 必定 是 一 目 了 然 的， 而 
且 似 乎 很 难 想 出 一 个 更 好 的 、 形 象 化 的 图 案 来 达到 
这 个 目的 了 。 ae | 

1971 年 ， 尼 加 拉 瓜 发 告 了 一 组 邮票 ， 对 世界 
“十 大 数学 公式 ”表示 敬仰 。 每 张 邮 票 印 有 一 个 特 
丈 的 公式 ， 附 上 一 幅 适 当 的 播 图 ， 邮 票 的 背面 印 有 
用 西班牙 文 写 的 有 关 这 一 公式 重要 性 的 简要 说 角 
这 套 邮 票 中 有 一 张 就 是 纪念 毕 达 哥 拉 斯 公式 oa + 
= cz 的 。 科 学 家 和 数学 家 兄 到 这 些 公式 如 此 受 人 最 


种 ， 一 定 是 喜 笑 颤 开 的 ， 因 为 这 些 公式 对 子 大 类 发 


展 的 贡献 肯定 大 大 超过 了 邮票 上 经 常 出 现 的 许多 帝 
` 王将 相 的 贡献 ， l 
练习 > 
s0 


4.1 证 明 。 两 个 平行 四 边 形 如 果 有 公共 的 底 
边 和 相等 的 高 线 ， 就 有 相等 的 面积 。 方 法 是 证 明 这 
两 个 平行 四 边 形 是 按 加 法 全 等 或 按 减 法 全 等 的 。 
《这 是 欧 几 里 德 在 其 《几何 原本 》 卷 命题 36 中 使 
用 的 方法 。) 

42 证 明 ， 任何 三 角形 都 按 加 法 全 等 于 一 个 
矩形 ， 其 长 为 三 角形 的 最 长 边 。 

4.3 详细 公 术 那个 据 传 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 提 
出 的 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 分 解 式 证 明 。 

4.4 详细 狼 述 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 下 列 分 解 式 
证 明 ，(4) H。 贝 利 果 的 证 明 ， (6) H.E, BRA 
前 证 明 ， (O 达 芬 坷 的 证 明 。 o 

4.5 (O 据 传 ， 古 埃及 测 地 员 为 直角 三 角形 
放 祥 的 方法 是 把 一 根 绳子 打 11 个 结 ， 分 为 12 等 分 ， 
借以 作出 3-4-5 的 = 角 形 。 试 说 明 可 能 的 进行 步 
又。 
O 由 于 没有 任何 文献 证 据 来 说 明 古 埃及 
人 知道 哪怕 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 特例 ， 所 以 就 
发 生 了 下 面 这 个 纯 学 术 性 的 问题 不 用 毕 达 哥 拉 斯 
定理 ， 也 不 用 它 的 递 定理 或 任何 推论 ， 证 明 3-4-5 
三 角 形 是 一 个 直角 之 角形 。 解 决 这 个 问题 的 工具 
ZA, AT AREA, CRCMREHPH 
数学 著作 ， 其 时 期 可 以 上 漳 至 公元 前 第 二 个 千年 
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期 .中 

4.6 读 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 巴 布 斯 推广 在 三 
维 空间 中 的 那个 类 似 提 法 给 以 证 明 。 

47 从 三 直角 四 面体 的 直角 顶点 出 发 的 三 条 
苇 巴 做 该 四 面体 的 服 ， 从 直角 顶点 到 底面 的 生 线 叫 


做 该 四 面体 的 高。 
(a) 证 明 ， 三 直角 四 面体 三 股 倒数 平方 之 
和 等 于 该 四 面体 高 的 倒数 平方 。 


(5b) 证明 德 封 定理 。 

4.8 证 明 下 。 柯 拉 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 提出 的 下 述 
推广 : 在 任意 三 角形 4BC 中 ，BC 边 上 的 两 点 B" 和 C” 
使 得 二 AB' B= ZAC’C= 一 A， 则 有 (4B)2+ (4C)* 
=BC (BB'+CC') 。 

证 明 ， SALAM, EARL HH ZF 
拉 斯 定理 。 

4.9 A, RY Ha, b, 6 的 球面 直 AS Ä 
K, HP KTM AAR IL ? 这 Ba, b cRH 
度 。 a 
4+10 ea tiem Rik IE MR 理 .的 送 定 


O RAMP. “CARNE OB, oo 出 于 AAS 
H HAASSTHR, MATZ, WZ AR)” X, CE 
QS) Pi: “AI, REN, ZMIE.” “ERB EAH, 
UAFA, BRAK, AREER AWFIEZ ARE H.” 
这 就 是 现在 所 说 的 “高 高 定理 ”， LM PRE ee 至少 
旱 六 百年 . (以 上 引文 转 引 自 李 PE CRAY ) 一 一 泽 注 
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型 。 (这 是 欧 几 里 德 《 几 何 原 本 》 卷 工 的 最 后 一 个 
命题 ， 即 命题 48。) | | 


进一步 的 读物 


Boltyanskt, Equivalent and Equidecomposable 
Figures, tr, by, A. K. Henn and C, E. 
Watts, Boston:D, C, Heath, 1963, | 

Heath, T.L., History of Greek Mathematics, 
2 vols, New York:Oxford University ` Press, 
1931. 

Loomis, E. S., The Pythagorean Proposi~ 
tion, and ed, Ann Arbor, Mich, : privately 
printed, Edwards Brothers, 1940, 


在 、 第 一 次 危机 的 爆发 


无 理 量 的 发 现 - 
《的 在 公元 前 540 年 ) 


我 们 从 小 长 大 最 先 碰 到 的 数 是 所 谓 自然 数 ， 即 
是 正 整 数 ，1 ， 2 ，3 ,……。 这 些 数 是 有 限 多 个 事 
物 的 计数 过 程 中 升华 而 出 的 抽象 概念 。 到 后 来 ， 我 
们 认识 到 ， 由 于 日 常生 活 的 需要 ， 除 了 要 对 个 别 事 
物 进行 计数 以 外 ， 还 要 量度 各 种 各 样 的 量 ， 例 如 长 
度 、 重 量 与 时 间 。 为 了 满足 这 些 简单 的 量度 要 求 ， 
就 需要 有 分 数 ， 因 为 ， 比 如 说 ， 一 个 长 度 很 难得 正 
好 就 是 某 个 事先 选 定 的 线性 单位 的 整数 倍 。 对 于 其 
他 的 量度 要 求 ， 例 如 把 很 低 的 温度 记录 下 来 ， 如 果 
有 和 零 和 负 整数 以 及 负 分数 ， 就 觉得 很 方便 ， 这 就 扩大 
了 我 们 的 数 系 。 不 过 ， 如 果 我 们 把 有 理 数 定义 为 .两 
AER 0/4, 940, MARVIBRAR, 由 于 
SLAB, PRATT LEE RE 
要 而 言 ， 是 完全 够 用 了 ， 

有 理 数 有 一 种 简单 的 几何 表示 法 ， 在 水 平 直线 
上 标 出 两 个 特定 的 点 ，O 和 I 《 见 图 16〉, LEONA 
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图 16 


边 ， 把 线段 01 取 作 长 度 单位 ， 设 O 和 I 分 别 代表 数 
0 和 1 ， 那 么 全 体 正 负 整 数 就 可 以 表 为 直线 上 依次 
由 单位 区 间隔 开 的 那些 点 ， 正 整数 表 为 O 右边 的 
点 ， 负 整数 表 为 0 左边 的 点 ; 而 分 母 为 的 分 数 就 可 . 
以 表 为 那些 单位 区 间 的 g 等 分 点 。 于 是 ， 祖 应 于 每 
个 有 理 数 ， 直 线 上 有 唯一 的 一 个 点 。 古 代数 学 家 5: 
实际 上 还 有 今天 对 数 直线 的 奥妙 尚未 入 门 的 人 、 -在 、 
他 们 看 来 ， 这 样 一 来 ， 数 直线 上 所 有 的 点 金 都 用 光 
Ts 按 平 常 的 情理 ， 似 乎 也 会 产生 这 样 的 感 党 , E 
此 ， 当 人 们 获悉 数 直线 上 确实 还 有 一 些 点 并 不 对 应 
于 任何 有 理 数 时 ， 这 想必 是 一 个 真正 震 己 人 心 的 事 ， 
件 。 这 一 发 现 肯 定 是 古 希 腊 最 伟大 的 成 就 之 一 ， 似 


卑 在 公元 前 五 世纪 或 六 世纪 什么 时 候 在 毕 达 大 拉 斯 


再 老 会 的 信徒 中 就 已 有 传闻 了 。 这 是 数学 史上 一 个 
KEN RE. 

eH, HRA MALIA, RAIA Ley 
点 P， 使 得 距离 OP 等 于 单位 正方 形 对 角 线 之 长 〈 兄 
图 17) ， 则 该 点 不 对 应 于 任何 有 有理 数 。 后来， 又 发 
现 了 数 直线 上 许多 别 的 点 也 不 对 应 于 任何 有 理 数 。 
因此 ， 必 须 创造 出 一 些 新 的 数 ， 与 这 些 点 成 对 应 3 
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图 17 


由 于 这 些 数 不 可 能 是 有 理 数 《 即 是 比 数 ) ， 所 以 就 
起 名 叫 无 理 数 。 
据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 单 位 正方 形 对 角 线 之 长 为 
M2， 所 以 要 证 明 上 述 点 P 不 可 能 相应 于 有 理 数 ,只 
须 证 明 2 是 无 理 数 。 为 此 ， 我 们 先 指出 ， 如 果 、 
是 一 个 正 整数 , 则 ** 为 偶数 的 充 要 条 件 是 ;* 是 偶数 。 
现在 假设 2 是 有 理 数 ， 即 是 V2 = p/g, MEE 
素 的 整数 "。 于 是 | 
p=a/2, 
p’ = 2g*, 
由 于 p* 是 一 个 整数 的 两 倍 ， 即 是 偶数 ， 所 以 p 也 必 
ZERK. 令 p=2r， 则 上 面 最 后 那个 等 式 变 成 
4r? =20°, 
re 
' 2r? = q?, 
HETE, CERK, oss M. 但 这 
. 两 个 正 整 数 如 果 没 有 大 地 1 的 正 整 数 公 因子 ， 则 称 为 互 素 
的 。 例如，5 和 18 互 案 , .而 12 和 18 则 不 互 素 ， 一 一 原 注 ` 
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是 不 可 能 的 ， 因 为 ?和 9% 已 经 假定 是 互 素 的 。 因 此 ， 
J 2 是 有 理 数 的 假设 导致 一 种 不 可 能 发 生 的 情况 ， 
所 以 必须 放弃 。 
J2 豆 的 无 理性 的 这 一 证 明 本 质 上 是 传统 的 证 
明 ， 据 说 是 亚 里 斯 多 德 (公元 前 384-322): 提出 的 。 
按照 柏拉图 (公元 前 427-347) 的 说 法 , 在 V2 已 经 被 
证 明 是 元 理 数 以 后 ， 寒 利 尼 城 的 蹇 尔 多 拉 斯 ( 约 在 
公元 前 425 年 ) HER TVS, V5, /6, V7, 
VE VIG VT IB VS VT VW 
A/17 也 都 是 无 理 数 ， o, 
无 理 数 的 发 现 推翻 了 古 希 腊 人 持 有 的 另 一 个 二 
观 信念 ， 给 了 任何 两 条 线段 ， 挨 情 度 理 , MP-E 
”有 第 三 条 线段 ， 也 许 非 常 非常 小 ， 使 得 两 条 已 知 线 
段 的 每 一 条 都 可 以 用 它 的 整数 倍 来 量度 :今天 的 
人 ,如 果 还 不 知道 事实 并 不 尽 如 此 ,几乎 也 都 会 有 
同样 的 直观 感觉 但 是 ， 试 以 正方 形 的 一 边 和 一 
.条 对 角 线 d 作 为 两 条 已 知 线段 ， 如 果 存 在 第 三 条 线 
Bit, 使 得 :和 da 都 是 它 的 整数 倍 ,就 会 有 s = gt,d = ; 
这 里 p 和 g 都 是 正 整数 。 但 是 4= 3/2, BFR 六 
div 2, Mp=a/2 RJ 2 = 如 9 是 一 个 有 理 数 。 轿 


此 . 容 在 不 可 公 度 的 线段 ， 即 没有 公共 量度 单位 的 


线段 ， 这 是 和 直观 感觉 相反 的 。 = 
. 在 让 我 们 对 /了 的 无 理性 要 地 所 出 男 一 种 
几何 上 的 证 明 ， 即 是 证 明正 方形 的 边 和 对 角 线 是 不 
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， 可 公 度 的 。 假 车 不 然 ， 则 存在 线段 4P (LAL), 
使 得 正方 形 4BCD 的 对 角 线 4C 和 边 4B 都 是 4P 的 正 
整数 倍 , 即 4C 和 AB 关于 4P 可 公 度 ,在 4C 上 截取 CB， 


D 


c B 
| 图 18 . 
= 4B， 作 BiC: 垂 直 于 C4。 容易 证 明 C,B=CiB: = . 
AB,, FLAC, = AB- AB, GAB, RT APH A RES 
但 4C; 和 4B; 是 一 个 正方 形 的 对 角 线 和 边 ， 分 别 小 
于 原 正方 形 的 对 角 线 和 边 之 半 。 可 见 只 要 把 上 述 过 
” 程 重复 足够 多 次 ， 最 后 就 可 以 得 到 一 个 正方 形 ， 其 
对 角 线 4Cn 与 边 4Bn 关 于 AP 可 公 度 ， 而 4C,< 4P。 
这 个 矛盾 就 证 明了 所 要 的 定理 。 
sett, FLEES ESATA EERE 
REIER, BBR” RMSE OE RG.H, 
wi (1877-1947) 曾经 对 这 种 证 法 提出 了 一 个 党 
心 悦 目的 说 明 。 下 象棋 有 了 所谓“ 合子 取 势 ”的 着 
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数 ， 即 是 牺牲 一 卒 或 一 个 大 子 以 换取 优势 。 哈 迪 指 
出 ， 归 雇 法 “ 比 象棋 的 任何 一 种 合子 取 势 的 着 数 高 
明 得 多 ， 棋 手 可 以 合 掉 一 座 一 子 ， 而 数学 家 舍 掉 的 
是 整个 一 局 。”* 归 语法 是 最 最 了 不 起 的 合子 取 势 
的 着 数 。 | 
古代 希腊 几何 学 家 试图 作 正 五 边 形 的 时 候 ， 就 “ 
同 无 理 数 不 期 而 遇 了 。 他 们 很 容易 地 作出 了 正三 边 
” 形 、 正 四 边 形 ， 即 是 等 边 三 角形 和 正方 形 ， 作 正六 
边 形 当然 也 不 费事 。 但 是 作 正 五 边 形 就 完全 是 另 一 
回 事 了 。 要 保证 成 功 ， 就 必须 造 出 一 个 36" 的 角 ， 、 
因为 这 个 免 的 二 依 72° 是 贺 内 接 正 五 边 形 一 条 边 张 
HAT A 在 一 个 等 腰 三 角形 中 ， 如 果 底 角 是 页 ， 
角 的 二 倍 《〈 见 图 19) ， 
则 底 角 为 72*， 顶 角 为 
36", 所 以 问题 归结 为 作 
。 出 这 样 一 个 等 厦 三 角 
” 形 .在 图 19 中 , RACE, 
底 角 04B 二 等 分 ， 出 OC - 
= AC = 4B。 三 角形 B4C 
相似 于 三 角形 40B， 了 
O4= 1, 令 4B=x， 我 
们 依次 得 到 


«WG, H, Hardy, A Mathematician’s .Apology, New 
York, Cambridge University Press，1941,.p.34. 一 ~ 原 注  . 


| 多 


AB/BC =OA/AB, x/(1~ x) =1/x, 
x*+x-12=0, 
可 见 %= (M5 一 1)/2 .这 个 * 的 作 图 轻而易举 ， 如 
图 20 所 示 ,O4= 1,MO=1/2, BFL 
AM=V 5/2, 
AB=AN= AM-MN=(/ 5 ~1)/2=%, 
接 下 去 就 容易 得 到 贺 内 接 正 五 边 形 的 作法 了 了。: 


图 20 

”如 果 点 C 是 线段 0B〔 例 如 图 19 中 HOB) 的 分 
吉 ， 使 得 较 长 的 线段 0C 是 软 得 的 线 眉 CB 和 整个 线 
发 0B 的 比例 中 项 } 即 

CB/OC = oc/OB, 
在 这 种 情况 下 ， 古 希腊 人 就 说 ， 线 段 0B 分 成“ 黄 
金 分 割 ”。 土 面 我 们 已 经 见 到 ,如果 * 代 表 比 什 
CB/OC; 即 0C/0B， 则 x= (V5- 1)/2、 PHA 
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金 比值 ”, 就 是 指 * 这 个 数 ,有 时 候 也 指 它 的 倒数 ，- 


y=1/x= (VE+1)/2 ~1,618, 

这 个 比值 在 自然 界 以 及 其 他 地 方 似乎 随处 可 见 。 
我 们 在 后 面 的 第 十 五 讲 中 还 要 提 到 黄金 比值 。 
这 里 我 们 指出 ， 心 理学 试验 往往 表明 ， 使 大 多 数 人 
最 赏心悦目 的 矩形 是 宽 与 长 之 比 为 黄金 比值 * Be 
形 。 这 种 矩形 叫做 “黄金 矩形 ”， 炮 美术 技法 中 的 
基本 技法 ， 即 所 谓 “ 活 性 对 称 ” , BABB. We 
比 基 等 人 的 深入 研究 黄金 比值 和 黄金 埠 形 在 希 区 
LS MPR ES, WEM, AT, 建筑 设 
计 、 家 具 设 计 以 及 造型 表演 都 有 应 用 。 许 多 美术 
家 ， 例 如 著名 的 美国 画家 G。 贝 治 斯， 在 他 们 的 工 

作 中 都 广泛 使 用 了 活性 对 称 原理 。 加 
在 发 明了 十 进 制 小 数 以 后 ， 有 理 数 与 无 理 数 之 
闻 的 基本 差别 便 了 如 指 掌 。 容易 证 明 ， 任 何 有 理 数 
的 小 数 表示 要 么 是 有 限 的 ， 要 么 是 循环 的 ， 反 之 ， 
”任何 有 有限 小 数 或 省 环 小 数 也 都 代表 有 理 数 。 讽 如 ， 
7/4= 1.75，47/22= 2.1363， 这 里 63 上 面 的 小 横 线 
表示 63 这 个 小 数 段 无 限 循 环 ， 因 此， 无理 数 的 小 数 ， 
ETETEN BZ, ENERET 
数 也 都 代表 无 理 数 。 : 
有 理 数 和 无 理 数 的 小 数 表示 的 区 划 ， 在 证 明 这 
些 数 的 某 些 性 质 时 是 非常 有 用 的 。 例 如 ， 假 如 我 们 
要 证 明 任 何 两 个 不 同 的 正 天 天数 之 则 存在 有 再 数 ， 
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就 把 这 两 个 元 理 数 记 为 < 和 2，0 <a<<zg， 设 其 小 数 
表示 为 

G=Ay*Qyge, D=byd ba, 

设 : 是 第 一 个 使 得 c.: 尖 忆 .的 nr (n=0,1,2,…) ， 则 
c=bo bb...D; 
就 是 c 和 8 之 间 的 有 理 数 。 

一 个 实数 叫做 简单 正规 数 , 如 果 其 十 进位 表示 中 
所 有 十 个 数字 出 现 的 频率 都 相同 一 个 实数 叫做 正 
规 数 ， 如 果 间 样 长 度 的 数字 段 出 现 的 频率 都 祖 同 。 
H, r, efiv 2 据 信 都 是 正规 数 ， 但 未 证 实 。 为 
了 对 上 面 这 些 数 所 猜想 的 正规 性 提出 统计 证 据 ， 它 
们 的 小 数 表示 已 经 求 到 很 大 的 位 数 了 。 

1967 年 ， 一 些 美国 数学 家 利用 一 台 计 算 机 把 
J 2 的 小 数 表示 求 到 100 00002, 197147, BES 
亚 大 学 的 ], 杜 特 卡 把 V 2 求 到 一 百 万 位 以 上 ， 经 过 
47,5 小 时 的 计算 机 时 间 ， 电 子 计算 机 把 V 2 的 小 数 
表示 算出 到 至 少 1 000 082 精 确 位 ， 填 满 了 200 页 行 
距 紧密 的 计算 机 输出 印 纸 ， 每 一 页 容纳 了 5000 个 数 
字 。 这 是 迄今 算出 来 的 一 个 无 理 数 最 长 的 近似 值 。 


练习 
Sel (4) 对 讲演 中 扼要 说 明 的 M2 的 无 理性 


补 出 详细 的 几何 证 明 。 
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(5) 画 一 个 60"~30" 的 直角 三 角形 ; 在 村 边 上 
自 30 "的 顶点 截取 较 长 的 直角 边 ; 自分 割 点 作 斜 边 的 
重 线 ， 利 用 这 个 图 形 对 w/ 3 的 无 理性 提出 一 个 几何 
证 明 ， 
5.2 (4) 证 明 ， 过 点 (0，0) 与 (1,A/ 2) 的 直线 
上 除了 (0,0) 以 外 没有 其 他 的 坐标 格子 点 @ 。 
(dD HL Wide ATA 坐 标 纸 来 求 W 2 的 有 理 近似 
4h, 
5.3 若 ) 是 素数 ，? 是 大 于 1 HER, BM 
VpRKBR.. 
5.4 (4) 证 明 log102 是 无 理 数 。 
(b) 如 果 e 和 1 是 正 整 数 ，0>1， 并 且 其 中 一 个 
含有 另 一 个 没有 的 素 因子 ， 证 明 log 动 是 无 理 数 。 这 
是 练习 (4) 的 推广 。 
5:5, (4) 证明。 有 理 数 与 无 理 数 之 和 为 无 理 
数 ， 
(b) 证明 ; 有 理 数 与 无 理 数 之 积 为 无 理 数 。 
5.6 (o) 毕 达 哥 拉 斯 哥 老 会 的 微 记 是 正 五 角 星 ， 
邑 正 五 边 形 五 条 对 角 线 构成 的 五 角 Z, EH: E 
五 角 星 的 每 一 条 边 各 把 与 之 相交 的 两 条 边 分 成 黄金 
分 着。 | ae wo 
(办 设 点 G 把 线段 4B 分 成 黄金 分 割 ，4G 是 较 
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O O 两 个 坐标 均 为 整数 的 点 ， 一 一 译注 
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其 的 线段 ZABLRBAH=GB, i£; Hie AGH 
BRED F, | 
l (OER: RARA IH — 3% tn a 
一 个 正方 形 ， 则 其 余部 分 仍然 是 黄金 经 形 ， 

(d) 证 明 ，5/8 是 黄金 比值 x = (V5- 1)/2 
的 偏 大 近似 值 ， 其 误差 小 于 3 %。 

(e) 若 xz 是 黄金 比值 (wW 5 - 1)/ 2， 证 明 


5.7 (4) 已 知 正 五 边 形 的 边 K, ARAE R 作 
此 正 五 边 形 。 l 
(人 已 知 正 五 边 形 对 角 线 之 长 ， 用 圆规 直 尺 

作 此 正 五 边 形 。 i 1: 

(c) 用 圆规 直 尺 作 正 15 边 形 。 

(d) 假设，y 和 35 是 互 素 的 正 整 数 ， 并 且 可 以 
用 轿 规 站 尺 作 正 7 边 形 和 正 s 边 形 。 证 明 ， 可 以 用 区 
规 直 尺 作 正 7s 边 形 。 

(e) iE WA RRL BAR CLR AD AWT ALO 
同一 个 圆 的 内 接 正 五 边 形 的 一 边 、 saunu- 
以 及 正 十 边 形 的 一 边 是 一 个 直角 三 角形 的 三 

5°83 (a) 证 明 ， 有 理 数 的 小 数 表 示 要 么 RAR 
pb, RAR VR, l 
OERA 有 限 小 数 和 循环 小 数 都 代表 有 理 数 。 


> 
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(c) 试 求 小 数 表示 为 3。2589 的 有 理 数 。 
5*9 (a) 证 明 ，0.101001000100001…… 是 无 理 
数 ， 这 里 相继 两 个 1 之 间 的 0 每 次 增加 一 个 。 
(引证 明 ，0。.12345678910111213….… 是 无 理 
数 ， 这 是 由 相继 的 正 整数 组 成 的 十 进位 小 数 。 
5*10 (@) 证 明 ， 任 何 两 个 不 同 的 有 理 数 之 间 都 
RRR SS HBR, oo 
ORY ERATAN HEREA A A 
无 穷 多 个 无 理 数 。 
(证 明 ， HEAT NRL ARS A A 
无 穷 多 个 有 理 数 。 
(人 证明 ， fe RR Rte 之 MAA 
无 穷 多 个 无 理 数 。 

一 步 的 读物 . x 
Hambidge, Jay, The Elements .of Dyna- 
mic Symmetry, NewYork:Dover pu blicatigits, © 
1967. | . 7 re 

Heath, T,L,, History of Greek Mathema~ | 
tics, 2 vols。 New York: Oxford University | 
Press, 1931, 
Huntley, H.E., The Divine Proportion, a` 
Study in. Mathematcal Beauty, New York:Dox 
ver Publications, 1970, 
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C Ky BREMA 


~ 


尤 多 克 萨 斯 的 比例 理论 
( 约 在 公元 前 370 年 ) 


无 理 数 及 不 可 公 度 量 的 发 现 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
深 感 惊 得 .首先 ,这 对 毕 达 哥 拉 斯 的 一 切 全 靠 正 整数 
的 哲学 似乎 是 致命 的 一 击 ， 因 为 ， 不 管 怎么 说 ， 象 
J 3 这 样 的 无 理 数 ， 如 果 说 不 能 写成 两 个 正 整数 之 
比 , 那 怎么 能 说 它 靠 正 整 数 呢 ? 其 次 ,这 似乎 也 不 合 
常情 ,因为 当时 有 一 种 很 强 的 直观 感觉 ,就 是 任何 一 
个 量 都 可 以 表 为 某 个 有 理 数 。 几 何 上 的 相应 情况 也 
是 令 人 惊讶 的 ， 因 为 存在 一 些 线段 ， 没 有 公共 的 量 
度 单位 ， 这 又 是 与 直觉 抵触 的 。 可 是 ， 毕 达 哥 拉 产 
的 比例 及 相似 形 的 整个 理论 ， 却 是 基于 一 种 狐 似 量 
然 的 前 提 上 ， 任 何 两 个 线段 都 可 公 度 ， 即 一 定 存在 
某 个 公共 的 量度 单位 。 毕 达 癌 拉 斯 学 派 本 来 认为 确 
内 无 疑 的 大 量 儿 何 命题 ， 由 于 证 明 失效 而 突然 面临 
报废 的 危险 ， 数 学 基础 爆发 了 一 场 严 重 的 危机 。 这 
个 “逻辑 丑闻 ” 非 同 小 可 ， 据 传 有 一 段 时 间 曾经 努 
力 保守 秘密 ， 有 一 个 传说 讲 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 门人 、 
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美 塔 庞 通 的 幸 巴 萨 斯 由 于 把 秘密 泄 诸 外 界 、 污 犯 会 
规 而 在 海上 暴 亡 ， 据 另 一 说 法 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 哥 老 
会 把 他 驱逐 出 会 ， 视 为 亡 人 ， 为 他 竖立 了 一 块 幕 
w. 

现在 让 我 们 举 个 例子 来 说 明 早期 的 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 认为 他 们 证 明了 有 关 三 角形 面积 的 一 个 基本 命 
题 的 情况 。 


定理 。 两 个 同 高 三 角形 面积 之 比 等 于 其 底 之 比 。 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 早期 的 证 明 。 如 图 21 所 示 ， 


A : 


E N 
mer . 

设 有 三 :角形 4BC 和 ADE， 其 底 边 BC 和 DB 在 同一 条 
直线 MN 上 。 我 们 希望 证 明 

AABC: SADE = BC: DE, . 
( 揭 毕 达 哥 拉 斯 学 派 早期 的 信念 ， 任 何 两 条 线段 均 
可 公 度 ) 设 BC 和 DBE 有 某 个 公共 的 量度 单位 ， 比 如 
说 ，BC 有 8 单位 ，DE 有 4 单位 。 在 BC 和 DBE 上 标 出 
这 些 分 点 ， 把 它们 与 顶点 4 联结 起 来 。 于 是 三 角形 
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4BC 与 4D 史 各 被 分 成 ?个 小 三 角形 和 9 个 小 三 角形 ， 
全 都 有 公共 的 高 和 相等 的 底 ， 因 而 按照 早已 证 明 的 
一 个 结果 ， 这 些小 三 角形 也 都 用 相同 的 面积 ， 可 兄 

AABC: A ADE = p:g=BC:DE, 
命题 证 毕 。 
由 于 后 来 发 现 两 个 线段 不 一 定 可 公 度 ， 所 以 这 
个 证 明 ， 还 有 许多 其 他 的 证 明 ， 也 就 不 能 成 立 了 ，、 
从 而 发 生 了 那个 叫 人 心烦 意 乱 的 “逻辑 丑闻 >” 。 
这 个 “逻辑 丑闻 ”是 数学 基础 的 第 一 次 著名 危 
” 机， 这 场 危 机 既 不 曾 轻易 消散 ， 也 不 曾 迅速 熄灭 。 
最 后 ， 大 约 在 公元 前 370 年 左右 ， 柏 拉 图 和 天 才 的 
毕 达 哥 拉 斯 门人 阿 奇 塔 斯 的 学 生 、 才 华 横 溢 的 希腊 
数学 家 尤 多 克 萨 斯 巧妙 地 使 这 一 “丑闻 ?烟消云散 ， 
他 提出 了 比例 ， 即 两 个 比 祖 等 前 定义 ， 完 全 不 依赖 
于 有 关 的 量 是 否 可 公 度 。 这 个 定义 是 数学 史上 的 
pie, SORM Es. . 

若干 个 量 称 为 有 相同 的 比 ， 第 一 个 比 第 二 个 等 于 第 三 
个 比 第 四 个 ， 如 果 满 足下 列 条 件 : 随便 取 第 一 个 与 第 三 个 
的 任何 等 倍数 ， 再 随便 取 第 二 个 和 第 四 个 的 任何 等 倍数 ， 
虽 诸 前 项 的 等 倍数 同时 一 致 地 大 于 、 等 于 或 小 于 诸 后 项 的 
等 倍数 o 
， 这 个 宛 长 的 定义 读 起 来 比较 复杂 ， 其 实 不 过 是 
W BAB C DRENMTETEE ME ARP 
属于 同一 类 (都 是 线段 ， 或 都 是 角度 ， 或 都 是 1 
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积 ， 或 都 是 体积 ) 、C 和 DD 属于 同一 类 ， 于 是 ，4 比 . 
B 等 于 C 比 D， 如 果 对 任何 正 整 数 m 和 wn， 


MAZ nB 的 充 要 条 件 是 nC2nD。 
< 


-更 在 让 我 们 应 用 尤 多 克 萨 斯 的 比例 定义 来 重新 
证 明 前 面 讨论 的 命题 . 


- 图 22 . 
定理 ”两 个 同 高 三 角形 面积 之 比 等 于 其 廉 之 比 ，. 

O REAFRMEN 在 CB 的 延长 线 上 自 了 到 始 相 
继 截 取 m-1 个 等 于 CB 的 线段 ， 把 诸 分 点 Ba，Bs…B。 
与 顶点 4 联结 起 来 ( 见 图 22) 、 同 样 ， 在 DB 的 延长 . 
线 上 自 B 开 始祖 继 裁 取 x-1 个 等 于 DE 的 线段 ， 把 . 诬 
分 点 BE,，Bs，…Bn 与 顶点 4 联结 起 来 。 于 是 

“B.C=m(BC), AAB,C =m(A4BC)， 

DE,.=n(DE), AADE,=n(AADE) ， 

此 外 ， 按 照 早 已 证 明 的 结果 ， 


6% | 


A4BmC 24DEn 的 充 要 条 件 是 BaC Z DEn, 


Ag, 


m(/\ ABC) En(AADE) 的 充 要 条 件 是 m (BC) Z 

n(DE), < 
从 而 〈 据 尤 多 克 萨 斯 的 比例 定义 》 

AABC: \ADE = BC:DE, — 

fr TE 

上 述 证 明 根本 不 管 有 关 的 量 是 否 可 以 公 度 ， 因 
为 尤 多 克 萨 斯 的 定义 对 于 两 种 情况 都 可 以 应 用 。 因 
此 ， 早 期 毕 达 哥 达 斯 学 派 的 处 理 中 Ri GE 
闻 ” 得 到 巧妙 的 回避 . E 

后 来 ， 大 约 在 公元 前 300 年 ,网 几 里 德 在 其 著名 
的 《几何 原本 》 卷 了 中 对 尤 多 克 萨 斯 的 比例 理论 提 
出 了 极 好 的 阐释 。B. 波 尔 查 诺 〈1781-1848) 在 世 
时 是 一 位 不 讨 人 喜欢 的 捷克 斯 洛 伐 克 神父 ， 也 是 一 
_ 位 不 起 眼 的 数学 家 ， 他 讲 过 他 自己 的 一 段 极 妙 的 趣 
闻 ， 说 是 欧 几 里 德 及 其 《几何 原本 》 卷 V 当 了 他 的 
医生 。 原 来 波 尔 查 诺 在 布拉格 度假 的 时 候 得 了 病 ， 
FAIR SETH. NTRE DIR, OE 
检 起 了 网 几 里 德 的 《几何 原本 》， 平 生 第 一 次 拜读 
了 卷 V 中 对 尤 多 克 萨 斯 的 比 和 比例 的 理论 提出 的 精 
采 阐 释 。 那 种 巧妙 的 处 理 真 是 使 他 OKA, 
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说 ， 他 的 病 秆 然 疾 愈 了 。 在 那 以 后 ， 要 是 他 的 什么 
骨 友 党 得 身体 不 舒服 了 ， 他 就 建议 那 人 去 读 欧 几 里 
德 对 尤 多 克 萨 斯 理论 的 介绍 ， 说 那 是 灵丹妙药 。 

平面 几何 与 立体 几何 中 某 些 命题 所 涉及 的 不 可 
公 度 性 ， 直 到 近代 仍然 使 人 感到 是 教学 上 固有 的 难 
点 。 许 多 中 学 课本 的 作者 ， 认 为 尤 各 克 人 萨 斯 的 理论 ， 
过 于 抽象 ， 不 适宜 于 入 门 的 学 生 ， 所 以 提倡 把 证 明 
.分 两 种 情况 考虑 ， 可 公 度 的 情况 照 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
早期 的 方式 处 理 ， 不 可 公 度 的 情况 则 利用 简单 的 极 
限 概念 来 对 付 。 有 时候 不 可 公 度 的 情形 沦 为 附录 ， 
出 教员 随意 摆布 ， 有 时 候 甚至 完全 删 掉 ， 说 是 超 上 由 
子 课 程 的 范围 。 近 代 大 多 数 中 学 几何 课本 对 不 可 公 
度 的 情况 有 也 考虑 ， 增 加 了 完备 实数 系 及 其 基本 性 
质 的 知识 。 

现在 让 我 们 回 到 前 面 讨论 过 的 命题 ， BE 
些 简单 的 极限 概念 来 解决 不 可 公 度 的 情况 ,特别 
是 ， 我 们 将 使 用 极限 理论 中 下 述 易于 接受 的 基本 尖 
理 。 ”i 
基本 极限 定理 ， 若 两 个 变量 总 是 相等 ， 各 趋 近 于 一 个 
极限 ， 则 此 二 极限 值 相 等 。 
现在 就 来 讨论 那个 令 人 恼火 的 不 可 A BE ， 
形 ， . 

”定理 两 个 同 高 三 角形 面积 之 比 等 于 其 麻 之 化。 
不 可 公 度 的 情形 。 如 图 23 所 示 ， 设 BC 和 DE 不 可 
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M: BR C D FE. N 


AE, RIEN 
AABC: AADE = BC: DE, . 
把 BC 分 成 "等 份 ，BR 是 其 中 一 份 。 在 DE 上 相继 截 
取 一 系列 线段 ， 都 等 于 BR， 最 后 到 达 DB 上 的 一 虚 
F， 使 得 FE 之 BR。 按 照 可 公 度 情形 的 结果 CB 
已 经 按 毕 达 哥 拉 斯 学 派 早期 的 方式 证 明了 ) o 
AABC: AADF = BC: DF | 
MEL», MA DFDE, AADF-> AADE, 
Mili AABC: AADF-> A ABC: AADE, BC: DF->- 
BC: DE, 
据 基 本 极限 定理 可 见 
AABC: AADE = BC:DE, 
”这 就 证 明了 不 可 公 度 的 情形 。 
上 面 的 方法 利用 了 任何 无 理 数 都 可 以 袖 为 一 个 
有 理 数 数列 的 极限 这 个 事实 ， 极 限 方法 是 曾经 得 亚 
G, RHE (1845—1918) 严格 论证 的 近代 方法 。 
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上 述 简单 极限 方法 有 很 多 内 容 信 得 收入 中 学 的 
辨证 几何 。 因为， 首先 ， 极 限 这 个 概念 需要 花 时 间 
、 才能 吸收 ， 学 生 如 果 能 够 通过 某 些 重要 的 例子 来 琢 
磨 这 个 概念 ， 越 早 越 多 就 越 好 其次， 极限 理论 也 


是 从 几何 上 研究 面积 和 体积 的 本 质 工具 最后， 在 


中 学 讨论 极限 有 利于 以 后 大 学 的 数学 学 习 ， 使 学 生 
磁 到 微 积分 的 时 候 不 至于 毫 无 准备 ， 虽 然 有 公理 广 


法 来 饰 决 几何 入 门 的 问题 ， 回 各 了 分 别 讨论 可 公 度 


情形 与 不 可 公 度 情形 的 需要 ， 担 极限 理论 在 几何 中 
其 他 地 方 仍 然 是 必 不 可 少 的 。 特 别 是 ， 学 几何 时 会 
陆续 发 现 ， 许 多 儿 何 概念 ， 例 如 曲线 的 所 长 曲线 
在 其 上 一 点 处 的 切线 ， 其 定义 都 需要 极限 的 概念 。 


在 后 面 讲 到 的 一 个 “数学 史 菁华 ” 里， 我 们 将 


会 看 到 , 某 些 现代 的 事件 , 至 少 就 数学 而 言 ， 如 何 证 
明了 毕 达 哥 拉 斯 的 哲学 是 对 的 ， 一 切 都 靠 正 整数 。 
我 们 也 会 看 到 ， 使 实数 系 完备 化 前 一 种 近代 方法 是 
il Fi; i A SY N, 这 基本 上 是 大 多 克基 的 比 
和 比例 理论 的 算术 化 所 法 


”练习 


6.1 考虑 下 述 命题 同 加 或 和 图 的 图 由 角 之 比 人 
-FAMAE O e 
ORF a nay KCBS TA 
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度 的 情形 。 
(6) 按 尤 多 克 萨 斯 方法 同时 证 明 可 公 度 与 不 
可 公 度 两 种 情形 。 
(c) 利 用 简单 的 极限 概念 证 明 不 可 公 度 的 情 
形 。 
6"2 (a) 利 用 毕 达 哥 拉 斯 方法 ， 结 合 简单 的 极 
限 概念 证 明 ， 下行 于 三 角形 一 边 的 直 级 把 另外 两 边 
分 成 相同 的 比 。 
(6) 从 讲演 中 证 明 的 那个 命题 推出 上 述 命 题 。 
6"3 利用 毕 达 哥 拉 斯 方法 ， 结 合 简 单 的 极限 概 - 
念 证 明 下 列 命题 : 
(a) 两 个 等 高 矩形 面 和 之 比 等 于 其 底 之 比 。 
(2) 两 个 二 面 角 之 比 等 于 其 相应 平面 角 之 比 。 
(0) 两 个 底面 全 等 的 长 方 体 体积 之 比 等 于 其 
高 之 比 。 7 
6.4 极限 概念 有 三 个 特点 应 耶 切 实 注意 ， 如 果 . 
1 是 实 变 量 x 的 极限 ， 那 么 (1 )k 是 常数 ; (2)Xx 与 8 的 
数值 差 最 终 可 以 小 于 住 何事 先 选 定 的 无 论 多 小 的 正 . 
Eh (3) x 与 [的 数值 差 最 终 保持 小 于 所 选 定 的 量 
AO, . = 
设 4、.B.C 是 三 个 共 线 的 点 ，B 在 4、C 之 间 ， 它 
O 条 件 (3 ) 蕴涵 条 件 (2), 但 反之 不 然 . 例如 ，X=(- D"，， 
n=1,2, =, k=1, WAH (2) 成 立 ， 但 条 件 《8 ) RRX. 
一 一 译注 . 
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们 代表 一 条 直 级 铁道 上 的 三 个 车 站 ， 设 x 是 一 列 客 
车 TJ 从 4 向 C 运 行 的 距离 。 试 据 极限 的 上 壕 三 特点 回 
答 以 下 问题 ， 
(a) 如 果 客车 T 从 4 出 发 ， 持续 运行 一 直到 C， 
是 否 可 以 说 lim x= AB? 
(如 果 客 丰 从 4 出 发 ， 只 行驶 到 了 为 止 ， 是 
BF vA itlimz = AC? j 
(0) 假 设 一列 货车 从 4 向 C 运 行 ， 从 4 开始 的 
距离 记 为 变量 y。 再 设 F 出 站 一 段 时 间 后 客车 T 也 沿 
一 条 平行 的 铁道 自 4 出 发 ， 追 上 了 F， 然 后 与 F 齐 头 
:并进 ， 违 度 与 PF 一样 。 是否 可 以 说 limx =y? l 
(DPREATMARA, AREFE 
C, AGT Alim = AC? 
ORERETRARR, 减速 向 C 运 行 ， 使 
得 第 一 小 时 行驶 了 从 4 到 C 的 距离 之 半 , 第 二 小 时 行 
. 驶 了 其 余 距离 之 半 ， 第 三 小 时 又 行驶 了 剩 下 的 距离 
之 半 ， 继 此 以 推 是 否 可 以 说 limx= AC? 
6+5 证 明基 本 极限 定理 。 
6.6 (4) 如 果 知 道 妈 何 量度 直线 段 的 KR, M 
么 圆周 的 长 度 可 以 怎样 定义 ? 
(b) 如 果 知 道 如 何 量度 多 边 形 的 面积 ， 那 么 
图 面积 可 以 怎样 定义 ? 
6°7 设 Ph 和 4n 分 别 表 示 直 径 为 工 的 国外 切 en 
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” 边 形 的 周 长 和 面积 ， 试 求 limP 三 和 lim4 , 

6-8 试 利用 极限 概念 提出 下 列 概念 的 定义 ; (a》 
曲线 在 其 上 一 点 处 的 切线 ，(b) 曲面 在 其 上 一 点 处 
hoe a, a 
6°9 (2) 40 R ko HR 锥 体积 是 三 分 之 一 的 底面 
积 乘 高 ， 如 何 才能 利用 极限 概念 得 到 圆锥 体积 的 公 

( 纺 如 果 知 道 正 棱柱 侧面 积 是 底 的 周 长 乘 以 
高， 如 何 才能 定义 正 圆柱 的 侧面 积 ? 

你 也 许 会 认为 ， 正 圆柱 的 侧面 各 可 以 定义 为 任 
何 一 序列 内 接 多 面体 表面 积 的 极限 ， 只 要 多 面体 表 . 
面 的 面 数 无 限 增加 ， 而 最 大 面 的 面积 趋 于 零 。 可 
X, HA MARE (1843-1921) 在 十 九 世 纪 六 十 
ER EY HAR ed, AY SHORE 家 大 吃 一 
惊 。 施 瓦尔 兹 的 例子 实在 让 当时 的 数学 家 了 眶 目 结 
者， 所 以 这 个 例子 曾经 叫做 施 瓦尔 将 的 咨 谈 怪 论 。 

6*10 试 据 初等 微 积分 课本 复述 f(x) 在 x1 处 的 
导数 的 几何 解释 ， 即 易 线 y=f(X) 在 点 C1, wR 
HAR Ey =f). 


进一步 的 读物 


Heath, T,L,, History of Greck Mathema— 
tics, 2 vols, New York : Oxford University 
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Press, 1931, 
Zames, Frieda, “Surfac> area and the 


cylinder area paradox,” Two-Year College 


Mathematics Journal, Sept,1977,PP. 205-211, 
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七 、 数 学 条 理化 初步 


题材 的 公理 演绎 体系 
〈 约 在 公元 前 350 年 ) 


继 公 元 前 600 年 塞 利 斯 之 后 的 三 百年 间 , 希 腊 人 
在 数学 上 取得 了 许多 光辉 成 就 。 毕 达 哥 拉 斯 等 人 不 
仅 研究 出 一 大 批 初 等 几何 与 初等 数论 的 结果 ， 而 且 
还 提出 了 有 关 无 穷 小 与 求 和 法 的 一 些 概念 ， 后 来 在 

,十 七 世纪 开花 结果 ， 发 展 成 了 微 积分 。 此 外 ， 还 研 

O 究 过 更 为 高 等 的 几何 〈 即 是 与 直线 和 圆 不 同 的 某 些 
曲线 的 几何 。 以 及 与 平面 、 球 面 不 同 的 某 些 曲面 的 
JLT), AK, 高 等 几何 的 这 些 大 量 结果 ， 其 渊源 
却 在 于 安 图 解决 古代 三 大 著名 难题 : 倍 立 方 问题 ， 
三 等 分 任意 角 问 题 以 及 圆 改 方 问题 0 。 这 可 以 作为 


O 这 是 二 希腊 三 大 几何 作 图 问题 ， 直 到 十 九 记 纪 才 证 明 是 不 
可 能 的 ，(1) 僧 立 方 问题 : 求 作 一 立方 体 ， 其 体积 为 已 知 立方 体 体积 
Hot: (2) 三 等 分 任意 角 问 题 ，(3) 贺 改 方 同 题 ; 求 作 一 正方 形 , 其 
面积 为 已 知 圆 面积 .问题 (1) 和 (2) 是 P.L. 万 泽 尔 1837 年 证 明 为 不 
可 能 的 ， 问 题 (3) 是 C.L.F. 林 德 曼 于 1882 年 证 明 为 不 可 能 的 . 应 该 
强调 的 是 , 这 里 所 谓 的 几何 作 图 是 指 只 准 使 用 一 把 直 尺 和 一 ME. 
如 果 改 变 了 这 个 要 求 ， 那 就 是 另外 一 回 事 了 。 例 如 ， 工 . 比 NES 
曾经 证 明 ， 如 果 可 以 用 两 把 直 尺 画 矩 形 ， 再 多 许 用 一 副 加 规 ， 那么 
FRC) 和 (2) 是 可 以 作 图 的 ， 一 译注 
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下 述 原则 的 一 个 例证 ， 数 学 的 发 展 是 靠 未 解决 难题 
的 提出 来 推动 。 l 

希腊 数学 在 头 三 百年 间 最 光辉 的 成 就 也 许 是 希 
腊 人 关于 “逻辑 论说 ”的 概念 ， 即 是 从 论说 开始 时 
采用 的 一 组 认可 的 原始 陈述 出 发 ， 利 用 演绎 推理 而 
得 到 的 一 系列 陈述 。 的 确 ， 在 用 演绎 方法 提出 一 个 
论证 时 ， 对 该 论证 的 任何 陈述 都 必须 从 该 论证 先前 
的 某 个 或 某 些 陈 述 推出 ， 而 这 样 一 个 先前 的 陈述 本 
身 又 必须 从 更 前 的 某 个 或 某 些 陈述 推出 .由 于 这 个 
过 程 不 可 能 无 限 地 反 推 回 去 ， 则 时 又 不 能 诉 诸 不 合 
逻辑 的 循环 论证 ， 即 是 从 陈述 ?推出 陈述 9， 然 后 又 
从 陈述 推出 陈述 ?， 所 以 在 论说 之 初 就 必须 定 下 一 
组 原始 陈述 ， 其 真实 性 是 要 读者 承认 的 ， 然 后 利用 
纯粹 的 演绎 推理 进而 推出 该 论说 的 所 有 其 他 的 陈 - 
述 。 oo 
既然 该 论说 的 原始 陈述 和 派生 陈述 都 是 与 该 论 : 
说 的 专门 问题 有 关 的 陈述 ， 所 以 就 涉 及 特殊 的 用 
语 ， 或 专门 的 术语 。 这 些 术语 应 予定 义 。 由 于 术语 
”必须 车 另 一 些 术语 来 定义 ， 而 另外 这 些 术 语 又 要 擎 : 
其 他 一 些 术语 来 定义 ， 所 以 这 里 又 面临 一 个 难点 ， 
与 讨论 论说 的 陈述 时 碰 到 的 难点 相似 。 为 了 起 动 ， 
为 了 各 免 循 环 定义 ， 即 术语 y 由 术语 x 定义 ， 然 后 术 : 
语 * 又 由 术语 J 定义， 又 不 得 不 在 论说 之 初 就 定 下 一 
组 基本 术语 ， 希 腊 人 觉得 ， 还 要 说 明 这 些 术 语 的 下 
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EM. TE, KERNA J SV RIERA 
进 的 术语 来 精心 定义 。 

按照 希腊 人 的 意见 ， 逻 辑 论说 应 按 下 述 格 式 推 
W: ` E f 


“题材 的 公理 演绎 体系 的 格式 

(A) 对 该 论说 某 些 基本 术语 给 予 原始 说 明 ， 目 的 是 向 
读者 提示 这 些 基本 术语 的 涵义 ， 

B) 肪 列 有 关 基 本 术语 的 某 些 原 始 陈述 ， 使 读者 基于 
原始 说 明 所 提示 的 性 质 加 以 认可 .这 些 原始 陈述 电 做 该 论说 
HSS BRAS. 

O 该 论说 的 所 有 其 他 术语 由 先前 引 进 的 术语 定义 


D) 该 论说 的 所 有 其 他 陈述 由 先前 已 经 认可 或 已 经 证 


灿 的 陈述 经 过 逻辑 演绎 而 得 , 这 些 派生 的 陈述 叫 微 该 论说 的 
EA. 


按照 上 述 计划 进行 的 论说 , 今天 叫做 按 题材 的 公 
理 演绎 体系 推演 的 论说 , 古 希 腊 人 对 数学 最 卓越 的 贡 
献 无 疑 就 是 提出 了 题材 的 公理 演绎 体系 的 格式 以 及 
坚持 按照 这 一 格式 来 建立 数学 体系 。 数 学 中 公理 演 
绎 体系 的 概念 应 该 算是 数学 史 上 “菁华 ”中 之 
gE” 

为 了 对 题材 的 公理 演绎 体系 的 格式 取得 感性 认 
识 ， 让 我 们 考虑 一 个 例子 。 这 个 例子 看 起 来 也 许 很 
简单 ， 也 许 有 点 禾 揉 造作 ， 但 可 以 想见 有 人 是 会 感 
到 兴趣 的 ， 而 且 也 能 达到 我 们 的 目的 。 
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”我们 这 个 论说 的 基本 术语 或 原始 术语 是 某 个 出 
人 组 成 的 (有限 且 非 空 的 ) 集合 5, 以 及 这 些 人 之 闻 
形成 的 某 些 集团 。 遵 照 希 腊 人 的 公理 演绎 体系 的 入 
- 念 ， 我 们 首先 向 读者 说 明 这 些 原始 术语 的 涵义 。 所 
谓 人 ,是 指 集合 8 中 的 任何 男 , 女 小孩; 所 谓 集团 ,是 
指 这 些 人 构成 的 ( 非 空 ) 子 集 ， 其 目的 也 许 是 出 于 某 
种 世俗 的 或 其 他 的 考虑 。 关 于 这 些 人 及 其 集团 我 位 
有 以 下 的 假设 ， l 
Pi, She AED RPM. 
P2 5S 的 每 一 对 大 痢 恰好 同时 局 于 唯一 的 一 个 集团 。 


定义 .没有 共同 成 员 的 两 个 集团 叫做 相配 的 绩 男 。 


P3, 每 个 集团 都 恰好 有 唯一 一 个 相配 集团 。， 

上面 有 关 我 们 的 原始 术语 的 三 条 黑体 字 陈 述 就 
是 本 论说 的 公理 或 公设 .按照 我 们 对 原始 术语 预先 提 
.出 的 说 明 ， 读 者 不 难 发 现 ， 这 些 公设 中 任何 一 条 都 
， 能 得 到 认可 ， 以 便 推广 我 们 的 论说 ， 注 意 ， 为 了 使 


公设 P3 的 陈述 简明 扼要 ， 我 们 在 它 前 而 提出 了 一 条 


定义 中 | 
于 是 ， 从 上 面 那 一 组 公设 出 发 ， 可 以 完全 通过 


四 “作者 是 想 提 傅 读 老 ， 简 明 扼 要 是 数学 论说 完美 性 的 一 个 特 
: 色 (从 学 生 演 题 直到 方 家 撰文 著 书 ). 换 句 话说, MERMERE, 
称 也 可 以 不 要 那个 定义 ， 而 在 以 后 每 个 有 关 的 叙述 里 都 把 * 相配 " 换 
成 * 没 有 共 问 的 底 员 "这 个 较 长 的 说 明 语 ， 例 如，P3 就 可 能 写成 :对 
于 每 个 集团 ， 痢 恰好 存在 唯一 一 个 集团 ， 贷 得 它们 之 癌 没 有 共同 禾 
成 员 ”, 当然 ， 是 否 提出 定义 要 看 以 后 需要 的 频 诬 ， 如 果 = 相配 "的 概 
念 只 出 现 一 两 次 ， 似 乎 也 航 不 必 提 出 定义 了 . 一 译注 
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狐 绎 过 程 得 到 若干 推论 。 我 们 只 打算 推导 出 四 个 这 
样 的 推论 。 

T1。5 的 每 一 个 人 都 至 少 是 两 个 集团 的 成 员 ， 

设 < 是 $ 的 一 个 成 员 。 据 P1 ,存在 含有 < 的 一 个 集 
里 4。 据 P3， 存 在 集团 4 的 祖 配 集团 B。 由 于 了 非 空 ， 
所 以 至 少 含有 一 个 成 员 b， 而 且 b 守 4。 据 P2, 存 在 一 
个 集团 C 含 有 a 和 5。 由 于 4 与 B 是 相配 集团 ,所 以 b 不 
属于 4， 从 而 4xC。 因 此 ，e 属 于 两 个 不 同 的 集团 
ARC, 

T2, 每 一 个 集团 都 至 少 含有 两 个 成 员 。 | 

设 4 是 一 个 集团 。 由 于 4 非 空 , 它 至 少 有 一 个 成 
员 a。 假 设 < 是 4 的 唯一 成 员 , 据 7T1， 存 在 集团 B， 与 
集团 4 不 同 ， 且 以 0 为 其 成 员 ， 所 以 B 一 定 含有 第 二 
个 成 员 b 硅 4， 否则 集团 4 与 B 就 会 祖 同 。 据 P3， 存 
在 8 的 相配 集团 C， 从 而 4 和 B 都 是 C 的 相配 集团 , 但 ~ 
这 与 P3 和 矛盾 。 因此， 本 定理 由 “ 归 诬 法 ”得 证 。 

T3. 集合 5 至 少 售 有 四 个 人 。 

在 证 明 TI 时 我 们 己 经 证 明 S 中 至 少 存在 两 个 
不 同 的 人 4 和 b。 据 P2， 存 在 一 个 集团 4, 同时 含有 4 
和 1、 据 P3， 存 在 集团 4 的 相配 集团 B， 据 7T2， 集 团 
8 一 定 至 少 全 有 两 个 成 员 c 和 4d。 由 于 4 和 B 是 相配 集 
A, iba b c GRSH MARANA, 

Ti, 至少 存在 六 个 集团 。 | 

在 证 明 Ts 时 我 们 已 经 证 明 ， 存 在 四 个 不 同 的 人 
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a, b, c; d, 其 中 c 和 4 属于 集团 B，c 和 8 属 于 集团 
4， 而 4 和 3 相 配 。 由 此 可 见 ， 《含有 a 与 c 的 ) 集团 
C, (含有 5 与 4 的 ) RAD, (含有 a 与 4 的 ) RME 
UE 《含有 < 与 5 的 ) 集团 F 彼 此 相 异 ， 且 各 SAMB 
HS 因此 ， 至 少 存在 六 个 TEA. 

有 次 力 的 学 生 可 能 愿意 设法 证 明 下 商 这 个 困难 
得 多 的 定理 。 | 

T5. 每 个 集团 至 多 含有 两 个 成 员 。 

从 我 们 的 公设 推出 的 这 些 结论 就 是 本 论说 的 定 
理 ， 当 然 还 可 以 肪 列 出 相当 多 的 这 种 结论 。 
简单 的 游戏 理论 往往 可 以 按 题材 的 公理 演 绊 体 
AAMT. iN, SERAN TUE 
洲 戏 的 术语 有 游戏 板 、 回 图、 十 字 、 获 性 平局 并 
等 等 ， 这 些 术 洁 应 也 说 明 或 定义 9 ， 接 着 陈述 游戏 
的 规则 ， 括 为 本 论说 的 公设 ， 只 要 懂得 论说 的 基本 
术语 ， 这 些 规则 是 完全 可 以 接受 的 ， 然 后 失 这 此 规 
由 出 发 和 可 以 进而 演绎 出 游戏 的 定理 ， 例 刀 厅 以 证 
B: RERNE TRETERE, i 

SPRACHE, GREAT 

AAA WR: WER See. RENERE 
年 间 有 些 作者 津津 乐 道 的 传统 说 法 ， 似 乎 也 是 今天 


6 UAE R-WULEUR, REA KLEM 
UMATE, LW BASE We B PM AE 为 上， 
一 译注 | 
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较为 流行 的 说 法 ， 认 为 公理 化 方法 是 百代 在 数学 中 
应 用 演绎 方法 逐渐 演变 而 成 的 自然 结果 与 升华 ， 短 
小 的 演绎 过 程 变 长 了 ， 好 些 个 演绎 过 程 钩 连环 结 ， 
成 为 更 长 的 过 程 ， 沿 途 产生 一 些 中 介 的 结果 . 后 
来 ， 还 有 人 想 出 一 个 绝妙 的 主意 ， 从 最 初 提出 的 某 
- 些 假设 出 发 ， 沿 着 单独 一 条 漫长 的 过 程 ， 一 环 套 一 
环 ， 演 绎 出 整个 几何 学 。 如 果 这 种 演变 说 竞 然 正 
确 ， 那 么 公理 化 方法 的 主要 功绩 应 归于 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 。 5 

有 些 研究 古代 数学 的 史家 觉得 上 面 的 演变 说 很 
难 置 信 ， 他 们 认为 , 传统 的 史话 主要 是 黎 官 野史 , 而 
数学 发 展 史上 这 样 一 个 本 质 的 转折 点 ， 一 定 是 由 于 
某 种 决定 性 事件 而 突然 发 生 的 ， 使 人 们 清楚 地 认识 
到 原始 前 提 重 要 而 微妙 的 作用 。 从 而 体 思 想 的 深度 
提 到 一 个 内 新 的 水 平 ， 如 果 情 况 确 实 如 此 ， 那 个 决 
定性 事件 是 什么 就 无 须 深 究 了 。 那 想必 就 是 由 于 发 
现 了 无 理 数 和 不 可 公 度 的 量 而 使 数学 基础 播 揪 欲 验 
的 邦 场 危机 了 。 如 果 关 于 公理 化 方法 的 起 源 问题 这 
一 突变 说 竟然 为 真 ， 那 么 其 功绩 多 半 应 归于 当时 使 
- 那 场 根本 危机 烟消云散 的 天 才 人 物 尤 多 克 萨 斯 

公理 化 方法 的 起 源 问题 也 许 不 必 多 加 揣测 ， 不 
管 怎 么 说 ， 到 公元 前 第 四 世纪 与 第 三 世纪 交替 之 
际 ， 由 于 欧 几 里 德 应 用 公理 化 方法 取得 了 划时代 的 
辉煌 成 就 ， 数 学 发 展 史 上 的 这 一 阶段 已 经 开始 。 
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最 后 ， 我 们 指出 ， 希 腊 人 的 题材 公理 演绎 体系 
在 二 十 世纪 得 到 进一步 的 提高 ， 成 为 现在 所 谓 的 
形式 的 公理 演绎 体系 , 这 本 身 就 是 数学 史上 的 “ 普 华 ”， 
在 以 后 的 一 讲 里 将 予 详 述 。 我 们 将 会 看 到 ， 公 理化 
方法 新 老 两 种 观点 有 非常 显著 的 差别 ， 

-练习 

7。1 在 未 辑 论说 中 定 MRE AR : 
HERE) 只 是 为 了 扼要 说 明 已 有 的 菜 些 术语 交织 而 
成 的 一 个 复合 概念 ， 所 以 由 定义 引进 的 新 本 话 实际 
土 是 强加 于 人 的 ， SESE, MEAT 以 弃 而 不 
My 不 过 ， 这 时 论说 中 用 到 这 个 术语 的 地 专 ， 壬 
LARLA. Hie, FEMFLARA PH 
下 列 定义 ， qi) 四 边 形 的 对 角 线 是 联结 该 wo A AS 
两 双 相 对 顶点 的 两 条 直线 段 ! (2) RABE 
一 平面 上 的 著 二 直线 ， 彰 两 个 方向 任意 延长 约 飞 机 
交 ; (3) 孚 行 四 过 形 是 两 到 对 边 平 行 的 四 WH, 
O 现在 不 使 用 上 列 任何 黑体 字 术 话 要 新 陈述 卡 面 
HM, SEPARA EMEP, ”“ 

7。2 在 初等 代数 中 ， 如 有 果 1 代 表 正 整数 3 上代 
表 尾 何 实 数 ， 我 们 定义 符号 友 代 表 来 积 (8) Ck)*… 
《1 ， 这 时 有 作为 因 了 于 出现? 次。 请 不 使 用 指数 改写 下 
到 表达 式 

、 Lla+ b)" (a-b)? 7, 
其 中 0 RARR. 
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7"3 对 下 列 数学 将 号 给 出 习惯 的 定义 。 并 说 
明 其 方便 之 处 


(a) È an, 


n=1 、 ‘ 
O) ul, REnR LER, 

O Ch, sk Bm fon MALEK, Mn, 
7 。4 ,利用 舌 当 的 定义 把 下 列 向 子 精炼 为 字数 
RIKAT, REMEBER AL HA ih 

腿 的 座位 恢复 到 良好 状态 。” 
7° Perer er Try verry 
望 使 用 该 词 站 的 人 已 经 积累 了 适量 的 词汇 记 浊 他 童 
冰 妆 个 不 认识 的 词 时 ， 用 来 定义 该 词 的 那些 调 是 他 
RAM. REMARK, UNTAMED MAM 
3, 直到 发 现 一 个 循环 解释 过 程 为 止 : Ca doad, | 
(b) noisy, . (9. line, Gk FEW): é . 
7。6 《公理 是 不 证 自明 的 嘉 理 2? ， 这 个 提 法 ， 
虽 已 过 时 ， 但 仍 时 有 所 闻 。 试 说 明 它 BR Te A ie 
人 题材 公理 演绎 体系 格式 中 的 哪 一 条 。 oa 
7°7 全 用 讲演 中 对 题 料 公理 演绎 体系 提出 的 
那个 例子 中 相同 的 基本 术语 ， 我 们 采用 AFH A 
he eee 
Pl, EMATTHHRABAR-——TROMRA Ss 
P2。S 的 每 个 人 部属 于 两 个 而 且 只 属于 两 个 集团 。 

P3, 恰好 有 四 个 集团 。 
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o RRETH ERE 

T1。S 中 恰好 有 六 个 人 。 

T2 。 每 个 集团 都 恰好 有 三 个 人 。 

T3。 对 于 S 的 每 一 个 人 ，S 中 恰好 有 一 个 另 外 的 人 ,不 
属于 周一 集团 。 

7.8 .证 明 讲 演 中 对 九宫 格 游戏 提出 的 那个 定 
理 。 

7 . 9 . 置 茄 泗 游戏 由 两 个 局 中 人 把 一 大 EG 
mse — TRE VR GL, TOR eA AM A 
By 准 且 全 部 是 一 个 样子 FN Ag 
K-LTRMALRGL, E | 同 已 经 放 上 的 其 何 雷 车 
RETER, UTR RRDH UE ETAR 
SOLAR LMA PARE, REANA 
的 下 述 定 理 :只 要 运筹 得 当 ， 开 局 的 人 可 以 获 腹 w EA 
1410.4, B, CAARA TA RRA, 4 
at B— Fy, B 对 C 一 局 。 ACRA 2 F BNA May, 
A, BARRAR, B, CHAM EM OF, nike, 

RRBEAY, BTM Bit As; AAS 
Bite, o a 


ONE yr 


进一步 的 读物 tye es 
. Wilder, R.L., Introduction tòp the, 3 
Foundations of Mathematics, 2nd ed. New 
York, John Wildey, 1965... 
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八 、 数 学 家 的 圣经 


欢 几 里 德 的 《几何 原本 》 
《 约 在 公元 前 300 年 ). 


公元 前 323 年 马其顿 古国 的 亚历山大 大 帝 驾 崩 ， 
辽阔 的 帝国 随 之 分 裂 为 三 部 分 ， 包 括 埃及 的 那 一 部 
分 归 亚 历 山 大 大 帝 的 一 位 雄 才 大 赂 的 将 军 托 勒 密 。 
Ree MSM AH, ROKK, Rae 
FP HE HE EO 。 
大 约 在 公元 前 300 年 , 托 勤 密 王 创办 了 著名 的 亚 历 出 
大 大 学 ， 广 邀 四 方 学 者 在 这 所 新 学 府 执 教 ， 群 星 瑞 
瑰 ， 其 中 就 有 数学 家 欧 几 里 德 。 欧 几 里 德 可 能 一 度 
在 雅典 的 柏拉图 学 院 听 讲 。 | 

欧 儿 里 德 在 亚历山大 大 学 就 职 后 最 先进 行 的 一 
件数 学 工作 ， 就 是 把 他 那 不 朽 的 历史 性 巨著 《几何 
原本 》 汇 编 成 书 。 这 部 非凡 而 广博 的 著作 分 为 十 三 
%, WEES, 是 公理 化 方法 最 早 的 应 用 , 通常 视 为 
。 数学 条 理化 历史 上 第 一 座 伟大 的 里 程 碑 。 这 部 著作 


O 从 而 建立 了 延续 三 百年 的 歼 及 托 勒 密 王朝 .一 评注 
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对 后 世 科学 著作 的 影响 怎么 训 奖 也 不 算 过 分 。 

网 几 里 德 的 《几何 原本 》 是 数学 史 “ 普 华 ” 突 
出 的 候选 者 。 这 部 著作 很 快 就 使 先前 同一 性 质 的 著 
作 全 都 相形 见 线 ， 把 它们 全 部 海 汰 了 ， 所 以 更 早 的 
类 似 奢 作 现 在 一 本 也 没有 留存 下 来 ， 我 们 只 是 通过 
后 划 作 者 的 评 还 才 获悉 先前 有 过 这 样 的 著作 * 由 
用 里 德 的 《几何 原本 》 刚 一 问世 ， 就 获得 高 度 的 重 
视 ， 两 千 多 年 来 一 直 统治 着 整个 几何 教学 ， 广 泛 使 
用 ， 车 遍 传 习 和 大 量 出 版 ， 历 史上 任何 著作 都 无 与 
伦比 ， 只 有 《圣经 》 才 堪 称 例外 。 自 1482 年 第 5 次 . 
GLI, RRO ARIE BATA, A : 
AU BOP ATE AER BURP TE | 
的 影响 。 ， 

后 来， 五 世 纪 的 一 位 数学 评论 案 关 采 克 家 为 
RIMAT “RA” ORT WA NPER 
ge RV OR TY RE 
根本 、 最 关键 的 定理 ， 是 所 有 或 大 多 数 其 他 定 和 的 
证 明 中 必须 的 定理 ， 其 作用 相当 于 字母 在 语言 中 的 
fy SL, IRAE RARER NEAT 


* D Perrys 于 作 的 人 人 可 以 可 站 
的 早期 著作 的 数量 来 判断 .一 原 注 “ 

O “几何 原本 "是 明代 万 历 三 十 五 年 (1607 年 》 IGM | £1862— 
1633) 与 意大利 传教 士 利 玛 赛 (Metteo Ricci) SEWK SHAR 
各 ， 当 时 可 能 是 指 * 几 何 基 础 教科 书 "之 党， 所 RU” HR 
在 也 不 护理 解 为 "本 原 "， 即 “基本 原理 "或 “基础 理论 "之 党 ， 一 评注 
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名 字 。 作 为 一 个 主题 之 原本 的 那些 命题 ， 其 取 含 需 
要 作者 具有 相当 的 熟练 程度 利 判 断 力 。 

敬 几 里 德 的 前 奉 们 所 取得 的 成 就 丝毫 无 损 于 他 
RMA, BRIM ML, ATE 前 五 世 本 纪 
中 叶 , 凯 尔 斯 岛 的 替 坡 克勤 底 最 先 尝试 搞 个 “原本 ”。 
SUR ALAR BR, fk AA AUS ET 
之 间 某 个 时 期 的 人 。 据 说 ， 利 昂 著作 中 选择 的 命题 
比 赫 坡 克 勒 底 的 著作 更 为 广泛 ， 更 为 适用 。 柏 拉 图 ， 
学 院 使 用 的 教 本 是 马 格 尼 舍 的 塞 代 尔 斯 编辑 的 ， 曾 
仅 被 认为 是 对 原本 极 好 的 辑录 。 塞 代 尔 斯 的 著作 最 
然 是 欧 几 里 德 著作 的 直接 前 身 ， 无 疑 得 到 欧 几 里 德 

的 利用 ， 如 果 据 传 欧 几 里 德 还 在 柏拉图 学 院 学 习 
过 ， 那 就 更 是 如 此 。 KULER EAR ERRENA 
万 多 克 萨 斯 的 工作 。 因 此 ， 欧 里 几 德 的 著作 在 很 大 
程度 上 是 他 的 前 辈 们 著述 的 汇编 ， 但 这 丝带 没有 贬 
意 ， 因 为 欧 几 里 德 《几何 原本 》 的 主要 功绩 恰好 在 
于 选择 命题 、 编 排 成 合乎 逻辑 的 顺序 、 从 一 小 批 原 
始 前 提出 发 进行 演绎 推理 的 那 种 无 多 可 击 的 技巧， 
现代 评论 虽然 已 揭示 出 欧 几 里 德 著作 结构 上 的 某 些 
缺点 ， 但 这 也 无 所 毁损 ， 因 为 对 于 这 样 一 部 古代 的 
公理 方法 的 巨著 很 难 设想 是 白 壁 无 币 的 。 | 

现存 的 欧 儿 里 德 《 儿 何 原本 》 没 有 一 个 版 本 是 
出 自作 者 的 时 代 ，《 几 何 原本 》 所 有 的 现代 版 本 都 
是 基于 亚历山大 港 的 塞 恩 整 理 的 修订 本 。 塞 恩 是 一 
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位 希腊 评论 家 ， 生 活 在 欧 几 里 德 之 后 几乎 七 百年 的 
时期。 直到 十 九 世 纪 初 才 发 现 了 一 个 更 时 的 抄本 。 
1808 年 ， 拿 玻 仑 发 布 命令 ， 把 意大利 各 图 书馆 的 珍 
贵 手 稿 运 到 巴黎 , 这 时 下 。 佩 拉 尔 德 才 在 梵蒂冈 图 书 
O 馆 发 现 欧 几 里 德 《 几 何 原本 》 的 一 个 十 世纪 的 抄 
本 ， 原 版 日 期 是 在 塞 恩 修订 本 之 前 。 不 过 ， 研 究 玫 
A, 这 个 更 早 的 版 本 与 塞 恩 的 版 本 差别 甚 微 。 
《几何 原本 》 最 初 的 一 些 拉丁 文 全 译本 不 是 译 
自 希 腊 文 ， 而 是 译 自 阿拉 伯 文 ， 在 第 八 世纪 ， 阿 拉 ， 
ABBA MME MO 翻译 过 一 些 希腊 著作 
1120 年 ， 巴 兹 城 @ 的 英国 学 者 阿 德 拉 德 曾 所 《几何 
原本 》 的 这 样 一 个 阿拉 伯 文 译本 转译 为 拉丁 文 。 还 
有 一 些 转 译 自 阿拉 伯 文 的 拉丁 文 译本 ， 其 中 有 克 里 
RARO 的 格拉 尔 多 〈1114 一 1187) 的 译本 ， 以 及 
继 阿 德 拉 德 之 后 150 年 的 J。 坎 帕 纽 斯 的 译本 ，《 儿 
何 原本 》 的 第 一 版 印刷 本 是 1482 年 在 威尼斯 出 版 
的 ， 内 容 就 是 次 砍 帕 纽 斯 的 译本 ， 这 本 很 难 搜 未 的 书 
奖 局 精美 ， 是 正式 付 印 的 第 一 部 重要 的 数学 著作， 
1572 年 ， 寇 芒 底 诺 由 希腊 文 译 成 拉丁 文 ， 这 是 一 个 
重要 的 译本 ， 是 以 后 的 许多 译本 的 基础 ， 其 中 就 有 
.斯 姆 森 那 部 极 有 影响 的 译本 ,由 这 个 译本 又 依次 


O 即 东 罗马 帝国 ， 第 五 世纪 至 十 五 世纪 存在 于 南欧 西亚 地 区 . 

一 译注 . 
国 . 英 国 再 南部 城市 .一 译注 

， @ 意大利 北部 城市 ， 以 产 小 提 罕 著称， 一 译注 


97 


全 生出 许多 英文 版 译本 。 

著名 的 法 国 数学 家 A。M, 勒 让 德 (1752 一 1833》 
在 数学 史上 主要 以 其 数论 、 椭 回 函 数论、 最 小 二 乘 
法 以 及 积分 论 等 方面 的 工作 著称 ， 他 也 关心 教学 工 
作 。 勤 让 德 在 其 脸 炙 人 口 的 著作 《 儿 何 原理 》 中 斌 
图 对 欧 几 里 德 的 《 史 何 原本 》 从 教学 观点 芋 加 以 改 
进 ， 即 是 对 欧 几 里 德 的 许多 命 是 进行 了 可 观 的 重新 
.组 织 与 简化 。 这 本 著作 曾经 在 美国 极 受 欢 迎 ， 成 为 ， 
美国 许多 几何 课本 的 原型 。 事 实 上 ， 勤 让 德 这 部 几 
_ 何 著作 的 第 一 个 英 译本 是 1819 年 哈佛 大 学 的 了 .法 如 
尔 翻译 的 。 三 年 以 后 ， 另 一 个 英 译本 出 现 了 ， 详 者 
是 著名 的 苏格兰 作家 T, 卡 莱 尔 , 他 早年 当 过 数学 教 
师 。 卡 莱 尔 的 译本 ， 以 及 后 来 别人 的 修订 本 ， 在 美 
国 一 共 出 了 33 版 。 直到 近代 ， 大 多 数 美国 中 学 包 何 
课本 都 是 仿照 勒 让 德 的 格式 编写 的 。 

就 塞 轧 的 版 本 而 言 ， 欧 几 里 德 的 《几何 原本 
” 共有 十 三 着 ,总 共 465 个 命题 ， 与 一 般 人 的 印象 相 
反 ， 大 部 分 材料 不 是 讲 几何 ， 而 是 讲 初等 数论 和 外 
wR 

D LRU RE, ARA 
公理 .今天 的 数学 家 虽然 都 把 “公理 ” 利 “公设” 
当成 同义词 使 用 ， 但 古代 有 些 希腊 人 却 是 有 所 区 别 
的 。 欧 几 里 德 的 区 别 似乎 是 : 公理 是 所 有 研究 领域 
共同 的 原始 前 提 ， 而 公设 则 是 专属 于 正 着 手 进 行 的 
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具体 研究 的 原始 前 提 。 卷 工 的 诸 命题 中 有 热 知 的 关 
于 全 等 、 平 行 线 以 及 直线 形 的 定理 。 命 题 47 和 48， 
该 卷 最 后 的 两 个 定理 ， 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 其 逆 定 
理 ， 这 里 使 人 想起 英国 哲学 RT. WAM (1588 一 
1679) 的 一 个 故事 。 有 一 天 ， BHARTI 
.里 德 的 《几何 原本 》， 看 到 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 他 大 - 
叫 一 声 ，“ 铣 上帝 发 督 ， 这 根本 不 可 能 1. ”接著 他 
BUR, SHH, ANTS 有 关 的 说 明 ， :一 
直 追 到 公理 和 公设 ， 这 时 他 心悦诚服 了 了。 oc 
卷 工 篇 幅 不 多 ， 只 有 14 个 命题 ， 主 要 蚁 洽 讨 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 用 儿 何 方法 求解 代数 问题 。 我 侯 在 第 
四 讲 已 经 说 过 ， 本 卷 的 命题 12 和 13 本 质 上 是 毕 达 亚 、 
. 拉 斯 定理 的 推广 ， 即 现在 所 谓 的 余 忠 定律 。， | 
BLA, BERTH CUE 
PARAM MEM, WB. R. WR, pR 
以 及 角 的 量度 ， 卷 术 只 有 16 个 命题 PREME 
的 某 些 内 接 或 外 切 正 多 边 形 的 圆规 直 尺 作 图 法 。， de 
AVES, VATE NA RAEE 
论 做 了 极为 高 明 的 骨 释 。 这 一 卷 被 视 为 数学 文献 中 
-一 件 上 乘 杰作 。 请 回想 一 下 第 六 讲 ， 波 尔 查 诺 在 布 


拉 格 度假 时 得 了 病 ， 正 是 读 了 这 一 卷 他 便 沉痛 若 失 


RATA. HUE GLEE) HER EER- 
着 ， 是 应 用 万 多 克 萨 斯 的 理论 来 研究 相似 形 。 
卷 可 ， 什 和 区 总 共有 102 个 命题 , 讨论 初 BHC 
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论 。 卷 而 首先 讲求 两 个 或 几 个 整数 的 最 大 公约 数 的 
算法 ， 即 现在 所 说 的 欧 几 里 德 加 转 相 除法 此 外 还 病 
述 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 早 期 的 比例 理论 。 卷 在 主要 是 
讲 连 比 以 及 有 关 的 几何 级 数 如 果 我 们 有 连 比 :8= 
btc= cb， Wla, b c, d I RULA RK, BPA 
.许多 重要 的 数论 定理 ， 其 中 命题 14 等 价 于 重要 的 算 
未 基本 定理 ， 即 任何 大 于 1 的 整数 均 可 表 为 素 教 的 旨 积 ， 北 
法 本 质 上 是 唯一 的 。 卷 芭 的 命题 20 是 说 ,: eas 
个 ， 其 证 明 非 常 窗 明 。 卷 区 的 命题 35 RN IL at Bee 
头 a 项 和 的 公式 给 以 几何 上 的 推导 。 DORI 一 个 
ADEME, EDT AP Se SE NAN 
AK, i 
“UDR OF, Thema tie 
与 已 知 线段 不 可 公 度 的 线 豚 。 Hee at AM 
XD, HAUL, NEM, BENE 
， 代 中 学 课本 中 常见 的 有 关 球 面 的 材料 。 在 下 一 讲 里 
我 们 可 以 看 到 ， 有 关于 本 的 基本 材料 是 后 来 上 加 革 
米 德 提供 的 。 

| AMAIE TIARA 
容 ， 基 本 上 就 是 欧 几 里 德 《 儿 何 原本 》 卷 了 、 
和 
的 量度 问题 以 及 立体 几何 中 有 关 球面 三 角 的 材料 ; 


加 ”定义 见 第 十 一 讲 ， 一 译注 
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TELIBE UATE PEBER, MNE 
将 突 的 发 端 更 晚 。 

涂 了 殉 几 里 德 的 《几何 原本 》 以 外 ， 十 希腊 还 
有 另 一 些 巨著 流传 下 来 ， 例 如 ， 阿 基 米 德 那些 深奥 
的 著作 、 阿 波 罗 尼 斯 的 《 合 锥 曲线 论 》、 托 勒 玫 的 
《大 综合 论 》、 替 隆 的 《测量 学 》、 刁 鼻 图 的 《 算 
术 》、 考 尼 震 斯 的 《 球 论 》、 巴 布 斯 的 《数学 蔡 
Ky, SS, HARRIES, AME Ree 
LEY? 时 ， 也 许 都 值得 收入 内 容 更 广泛 的 一 个 连 
续 性 讲座 ， 但 我 们 目前 这 个 节选 中 具 能 介绍 其 中 忆 
ARESE. AT (WAER PARERE 
样 精简 ， 欧 用 里 德 的 《几何 原本 》 都 在 高 中 之 列 。 
。 由 于 以 后 玫 讲 我 们 要 考虑 某 些 重要 的 后 果 ， 世 
以 在 结束 本 讲 之 际 ， 让 我 们 列 出 上 里 和 的 会 设 和 


AB, o 
公设 l E a, 
LATEMAR, BA 

它们 联结 起 来 。 ~ | ， 


直线 股 可 以 朵 两 个 方向 无 限 延长 成 直线 ，， 
3. 以 任何 已 知 点 为 心 、 SRA EMA 
以 画 一 个 圆 。 S S 
4。 所 有 的 直角 彼此 相等 。 oy 
5. 如 果 一 条 直线 与 另外 两 条 直线 相 截 ， 有 一 侧 
药 两 个 同 侧 内 角 之 和 小 于 两 个 直角 ， 则 此 二 直线 无 
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限 延长 时 相交 ， 交 点 落 在 两 个 内 角 之 和 小 于 两 个 直 
角 的 那 一 侧 。 

公理 或 常理 

1,. 等 于 同一 个 量 的 诸 量 彼此 相等 。 

”2, 等 量 加 等 量 ， 其 和 相等 。 

，3. 等 量 减 等 量 ， 其 差 相 等 。 

4 RHR RAS. 

5 BAKTRS. . 

注意 ， 头 三 条 公设 规定 ， 作 图 只 能 用 圆规 和 没 
有 刻度 的 直 尺 进行 。 因 此 ， 这 两 件 工具 往往 叫做 
“ 欧 几 里 德 作 图 工具 ”， 可 以 由 这 两 件 工具 完成 的 
作 图 法 则 叫做 “ 欧 几 里 德 作 图 法 ”。 网 几 里 德 曾经 
用 作 图 法 在 存在 定理 中 证 明 某 些 对 象 的 确 存 在 ， 例 
如 ， 已 知 角 的 平分 线 可 以 定义 为 该 角 所 在 平 面 上 的 
一 条 直线 ， 过 角 的 顶点 ， 把 已 知 角 分 成 两 个 相等 的 
O 角 。 但 是 定义 并 不 能 保证 所 定义 的 事物 存在 ， 这 需 
要 证 明 。 为 了 证 明 已 知 角 的 确 有 平分 线 ， 我 们 可 以 
证 明 该 对 象 可 以 实际 作 图 存在 定理 在 数学 上 很 重 
要 ， 而 一 个 对 象 的 实际 作 图 则 是 证 明 其 存在 的 最 令 
人 满意 的 办 法 。 我 们 可 以 定义 “方圆 ”是 既 方 又 加 
的 图 形 ， 但 我 们 根本 无 法 证 明 这 样 的 对 象 存在 ;“ 广 
加 ”的 集合 是 没有 任何 元 素 的 集合 。 在 数学 上 ， 要 
知道 清早 一 定 条 件 的 某 些 对 象 的 集合 并 非 安保， 这 
件 事 情 是 很 讲究 的 。 
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有 些 作 图 法 不 限于 使 用 欧 几 里 德 作 图 工具 ， 从 
而 使 几何 学 的 这 一 方面 妙趣 横生 。 现 在 已 经 知道 ， 
只 用 这 两 种 工具 有 些 作 图 是 不 可 能 的 ， 过 去 的 尝试 
虽然 徒劳 ， 但 结果 却 发 现 了 不 少 有 趣 的 几何 事实 。 

以 后 我 们 将 会 看 到 ， 欧 几 里 德 的 第 五 公设 在 十 
九 世 纪 引 起 了 对 数学 发 展 极为 重要 的 结果 。C.。J. 饥 
法 把 这 条 公设 叫 做 “科学 史上 最 著名 的 省 特 
说 法 。 » 


练习 
Bel 如 果 你 和 要 从 下 列 定理 中 选择 两 条 作为 平 


HLM MRK” , HRELERAR RK? 
LZAUERRZR (必要 时 加 以 延长 ) RT 


三 角形 三 个 角 之 和 等 于 两 个 直 少 。 一 
3。 国 周 角 由 所 截 张 之 半 量 度 。 图 
4. 相 交 两 加 的 公共 纺 的 对 长 线 上 任何 “二 
eA hin RK RAAF, 

8 .2 (ao) 一 位 几何 教师 要 在 来 上 讲 平行 四 边 
形 这 个 题目 。 在 定义 了 平行 四 边 形 之 后 ， 他 应 该 提 
出 哪些 平行 四 边 形 定理 作为 这 个 主题 的 《原本 ”? 

& (b) 一 位 几何 教师 准备 讲 相似 形 这 个 题目 ,他 
先 用 一 两 节 课 讲 比 例 理论 ， 他 应 该 选择 哪些 定理 作 
为 讲授 的 《原本 ? ， 应 该 接 什 么 次 序 讲 ? 
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8°3 (0) 一 位 数学 教师 要 在 大 学 代数 课 上 介 
绍 几 何 级 数 这 个 题目 。 在 定义 了 这 种 级 数 之 后 ， 他 
应 该 提出 几何 组 数 的 哪些 定理 作为 这 个 主题 的 “ 原 
本 >? 
(OSE SA FAB A a FRE 
会 选择 哪些 恒等式 作为 论述 的 《原本 ?2 ， 你 会 按 什 
论述 ? . 

He A we LBA CLA RAD FO A AE 
Lenehan, BANSRRLERS MIE 
Be RRA ERM RAD He E Cc dH 
. 程 , 这 个 方法 列 在 《几何 原本 》 卷 了 重 的 开头 , BRE 
无 疑问 在 欧 几 里 德 以 前 就 已 经 知道 了 。 这 个 算法 是 
a ane 为 下 述 形 

的 一 条 规则 :对 于 这 两 个 正 整 数 , 用 小 的 一 个 去 除 头 的 
下 然后 再 用 余数 去 除 除数 ， 继 此 以 推 , 用 末 一 个 余数 去 
除 末 一 个 除数 , 除 尽 为 止 。 最 后 的 除数 就 是 所 求 的 原来 丙 个 
正 整 数 的 g.c.d.， 

(a) GELE 除 法 来 5913 和 7592 的 a 
(b) aka 4a thik K 1827, 2523 和 3248 的. 
Cdan . ， 
(0) 证 明 ， TESTS 法 的 确 能 够 得 到 g.c.d。 
(d) 设 h 是 正 整 数 g 和 b 的 g。c,d。， 诈 明 ; 存在 
整数 和 g (不 必 为 正 ) ， 使 得 ae+ gb=h, 
(e) 对 于 问题 (Q) 中 的 整数 求 了 和 g。 
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(用 证 明和 8 互 素 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 整数 户 
faq, RR pat b= 1, 
8。5 (AIMRI 8 AER: ROR E 
Z, khu, WRZ REDEN 
OARMAAMERA ”算术 基本 定理 任何 大 
于 1 的 整数 均 可 唯一 分 解 为 紊 因子 的 梁 积 。 
(c) 求 整数 g，b，c， 使 得 65/273 = 4/34 BA/7 
+c/13, 

8 .6 算术 基本 定理 说 ， 对 于 任何 正 整数 0， 唯 
AARAA, Ory As, 0, HPRAARF 
ARAR, RAP 

= 27 39650..., 
这 里 2，3，5，*… 是 相继 的 会 体 素数 。 由 此 可 得 
一 个 有 用 的 记 法 : 我们 记 
a= Cai, Gry an) ， 
这 里 an 是 最 后 一 个 非 堆 指 数 ， 例 如 ， 我们 有 12= 
(2,1), 14=(1,0,0,1),27= (033), 360= (3,2, 
1). 证 明 下 列 诸 定理 
(a) ab= (a, tbi, a, tb, e), 
(的 8 是 a 的 因子 的 充 要 条 件 是 ， 对 所 有 的 i 有 
bixa. 
(¢) a AFARA(A + 1 Vea, Cent 
1). 
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(d) 4 是 完全 平方 数 的 充 要 条 件 是 :4& 的 因子 
个 数 是 奇数 。 l . 

(e) 如 果 Qi 夸 bi, 令 gi 是 信和 机 中 最 小 的 ;如果 
4i=bi， 令 gi 是 Gi 和 bi 中 任何 一 个 。 于 是 g= (81.825 
…) 就 是 0 和 8 的 gwcod。 

(f) 如 果 a 与 6 互 素 ，b 整 除 ac， 则 bP 整除。 

(g) 如 果 4 与 5 互 素 ，4 整 除 C 且 6 整除 c, 则 ab 也 
aE RC, 

(h) 证 明 M2 和 M3 是 无 理 数 。 

8。7 欧 几 里 德 把 圆 定 义 为 “平面 上 一 条 线 包 
周 起 来 的 图 形 ， 使 得 位 于 该 图 形 内 的 那些 点 中 有 一 
个 特殊 的 点 ， 从 该 点 出 发 、 落 在 该 图 形 上 的 所 有 直 
线 都 相等 。” 圆 的 这 一 定义 与 现代 的 定义 有 何不 
同 ? 7 ' : 

8 . 8 欧 几 里 德 公 设 3 的 意义 应 该 了 解 清 嫂 。 
这 条 公设 是 说 ;给 了 两 个 点 4 和 了 B， 可 以 画 中 心 为 
4、 半 径 为 4B 的 园 。 可 见 欧 几 里 德 的 圆规 与 我 们 现 . 
代 的 国 规 是 不 同 的 ， 因 为 用 现代 的 圆规 画 国 可 以 取 


任何 一 点 4 为 国 心 , 取 任 何 线段 BC 为 半径 ， 也 就 是 


说 ， 可 以 用 圆规 作为 两 脚 规 把 距离 BC 搬 到 圆心 4。 
另 一 方面 ， 可 以 认为 ， 欧 几 里 德 的 国 规 如 果 有 一 条 
腿 离 开 纺 面 就 会 解体 。 
一 个 学 生 如 果 第 一 次 读 欧 几 里 德 的 《几何 原 
本 》， 也 许 会 对 卷 工 开头 几 个 命题 感到 论 异 . 头 三 个 
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命题 是 作 图 问题 
1. 在 已 知 线段 上 而 等 边 三 角形 。 
17,2. 从 已 知 点 画 一 线段 ， 等 于 已 知 线段 。 
了 .3 从 两 条 已 知 线段 中 较 长 的 那 条 线段 上 截取 一 条 线 
自 ， 等 于 较 短 的 那 条 线段 。 
这 三 个 作 帆 题 用 直 尺 和 现代 轿 规 来 作 是 太 简单 
了 ， 但 是 用 直 尺 和 葡 几 里 德 圆规 来 作 则 ERR 
(a) 用 欧 几 里 德 作 图 工具 解 作 图 题 1,1。 
(5) 用 欧 几 里 德 作 图 工具 解 作 图 题 1,2， 
(c) 用 欧 几 里 德 作 图 工具 解 作 图 题 1,3。 
(d) 试 说 明 命 题 1.2 如 何 证 明了 直 尺 和 
wa MEF ER FMR. o 
Bk LEC ILIT RADE T 中 有 些 代数 性 
SAAR AMA REME, RUNTAREERL 
样 用 几何 方法 证 明 ,这 里 假定 4,b，c，d 部 是 正 数 # 
(a) (a+b)? =a? + 206+ 87, 
(b>) (a=b)? =a? — 2ab+b*, a>b, 
(c) a? -b?=(a+b)(a-b), a>b, 
(d) a(b+c) =ab+ac, 
(e) (a+b)? =(a—b)* + 4ab, a>b, 
(f) (a+ b)(c+d) = act bet ad + bd, 
8 .10.(4) 设 ?和 s 表 示 二 次 方程 
x*- pr+g= 0 
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的 根 ， 这 里 pp 和 4 都 是 正 数 。 证 明 7+S= 罗 TS= 4g?， 
HES Q<p/Ai rAesM Re ER, 

(EM Lit AERA (a) 中 那个 二 次 方程 
的 实 根 ， 我 们 必须 从 已 知 线段 了 和 gq 求 出 线段 7 和 3, 即 
是 要 作 一 算 形 ， 等 价 于 一 个 已 知 正方 形 ， 且 长 宽 之 
和 等 于 一 条 已 知 线段 。 试 据 图 24 设 许 一 个 适当 的 作 


图 24 
图 法 ， 从 几何 上 证 明 ， 滨 存在 实 要 必须 有 1/2 


(C) 设 7 和 8 表示 二 次 方程 


x?—px-g’= 0 
的 根 , 这 里 p 和 g 都 是 正 数 ,证 明 ; rt+s=p,1s=— 9", 
并 且 这 两 个 根 都 是 实数 ， 一 个 为 正 ， 一 个 为 页 。 
(4d) 要 用 几何 方法 解 问题 (c) 中 那个 二 次 方 
程 ， 我 们 必须 从 已 知 线 线段 和 4 求 出 线段 ?和 s P Pe 
”必须 作 一 矩形， 等 价 于 一 个 已 知 正 方形 ， 且 长 宽 之 
差 等 于 一 条 已 知 线段 。 试 据 图 25 设 计 一 个 造 当 的 作 
A+. ' 
(e) 试 设计 一 个 作 图 法 ， 从 几何 上 求解 二 次 
Fix + put gs 0 Rx 4 px—Q? =0 的 实 根 ,这 里 
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乡 和 4 都 是 正 数 。 

(人) 给 了 单位 线段 ， 
用 几何 方法 求解 二 次 广 
4x? -7x+10= 0, 

(8) 给 了 单位 线段 ， 
用 几何 方法 求解 二 次 方 
和 XxX21=0。 | 

(有 用 圆规 直 尺 把 
一 个 线段 2 分 成 两 部 分 
使 和 这 机 部 分 的 平方 
EF RRR, . 
| “(认证 明 ,问题 CA) 

图 25 中 较 长 的 那 条 线段 是 蒋 

拔 的 那 条 线 彼 与 整个 线 牙 的 比例 中 项 ,( 这 时 整个 铝 
段 称 为 PARNE 或 者 说 分 成 RERA”, A% 
五 讲 。 


进一步 的 读物 


Heath, T.L., The Thirteen Books of Eud- 
lid’ sElements, 2nd ed, » 3 vols, New York: Cainbri- 
dge University Press, 1926, Reprinted by “Dover; 
1958, 
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. 九 、 思 想 家 与 暴徒 


阿 基 米 德 论 球 
(的 在 公元 前 240 年 ) 


现代 数学 的 伟大 成 就 ， 追 本 穷 源 ， 有 多 少 来 和 
两 千 多 年 前 古 希腊 人 的 业绩 ， 这 是 人 们 意 想不到 
的 。 二 十 世纪 初 哈佛 大 学 杰出 的 几何 学 家 J. 工 . 库 里- 
” 莹 喜欢 说 的 一 名 话 是 ，“ 当 时 世上 有 巨人 。” 所 有 
那些 巨人 中 真正 最 伟大 的 巨人 ， 毫 无 疑问 ， 就 是 赛 
AMMO 著名 的 阿 基 米 德 了 ， 他 的 数学 才能 真 
是 不 可 思议 。 在 本 讲 中 ， 我 个 将 会 看 到 ， 阿 基 米 天 
使 用 有 限 的 工具 求 出 了 某 些 平面 曲线 图 形 的 面积 以 

及 某 些 身 面 图 形 的 体积 ， 从 而 开创 了 积分 学 ， 经 过 
了 很 多 很 多 年 ， 由 于 开 普 勒 、 卡 瓦 列 里 、 费 马 、 瓦 
利 斯、 EE, FEMA Aw Fe l 
#. 

ee Lie eee 
氏 ， 生 于 公元 前 约 287 年 ， 卒 于 公元 前 212 年 ， 当 罗 

© BRMTIFRLHER 4 AA LA ABT e 
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马 人 掠夺 赛 锐 克 尤 斯 城 之 际 遇难 。 他 是 一 位 天 文学 
家 的 儿子 ， 深 得 赛 锁 克 尤 斯 国王 海 容 的 宠幸 。 一般 
认为 ， 他 曾 在 埃及 亚历山大 大 学 游学 数 年 ， 因 为 他 
有 三 个 朋友 柯 农 、 多 塞 赛 思 、 厄 锐 托 吴 尼 斯 ， 都 在 
那 所 著名 学 府 任职 。 这 三 位 是 欧 儿 里 德 的 传人 ， 很 
有 才华 ， 阿 基 米 德 的 许多 数学 发 现 都 曾 同 他 们 交流 
过 。 

后 来 ， 古 罗马 的 史家 曾经 绘声绘色 地 讲述 许多 
有 关 阿 基 米 德 的 故事 。 例 如 ， 据 说 ， 在 罗马 大 将 马 
赛 拉 斯 率 部 国 困 赛 锐 克 万 斯 两 年 期 间 ， 阿 基 米 德 曾 
精心 设计 出 菜 些 机 巧 的 装置 ， 协 助 城防 ， 使 马赛 拉 
斯 展 草 挫折， 有 射程 可 以 调整 的 弩 炮 ， 还 有 架 在 支 
全 上 的 投掷 器 ， 可 以 迅速 转移 到 城墙 上 任何 部 位 ， 
把 重 物 投 疝 正在 台 近 的 敌 船 ， 还 有 升降 灵活 的 巨型 
超重 机 ， 可 以 把 来 犯 的 船只 从 水 面 抓 起 来 ， 揪 得 粉 
碎 。 阿 基 米 德 使 用 大 凸透镜 聚 光 ， 使 外 图 政 船 的 雪 
伤 起 火 ， 这 个 故事 起 源 稍 晚 ， 不 过 个 可 能 真有 其 
F. 还 有 一 个 故事 说 ， 阿 基 米 德 优 哉 游 截 地 举 在 海 
边 一 把 椅子 上 ， 一 只 手 操纵 一 架 复合 滑轮 ， 毫 不 费 
力 地 把 一 般 重 载 的 船 从 船坞 搬 到 水 里 。 这 样 一 来 ， 
MBAS HE Ts MERN 
”立足 之 处 ， 我 将 能 搬 动 地 球 。” 

阿 基 米 德 也 条 别 的 大 数学 家 著 样 ， 很 关于 蘑 业 
会 神 ， 有 些 故事 说 ， 他 全 神 贯 注 考虑 问题 的 时 候 ， 
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周围 的 一 拥 便 视 若 无 睹 了 。 家 一 个 老生 常 谈 的 故 
事 ， 说 的 是 海 容 国王 和 一 个 受到 怀疑 的 EB 
容 国王 叫 那个 金 区 给 亿 黎 一 项 金冠 ， 做 好 以 后 国王 
WORSE PME TEMAS. BERRIES 
EET REFER Ly, FEAT TE ORS 
解决 。 有 一 天 ， 阿 基 米 德 在 城 里 浴室 洗澡 ， 灵 机 一 
动 找到 了 解决 的 办 法 ， 原 来 他 发 现 了 流体 静 力 学 第 
一 定 律 ， 慢 没 在 流体 中 的 物体 受到 的 泽 力 坦 于 所 排出 流 
钵 的 重量 。 阿 基 米 德 由 于 这 一 发 现 而 极为 兴奋 ,他 从 
浴盆 里 站 起 来 ， 忘 了 穿 衣服 ， 穿 过 大 街 小 巷 向 家 里 
Hk, -WAHR 道 : E ECE IE ETS 
a 2 
BARKERI URAL, 是 在 炉 Ee $ ti 
图 ， 或 者 是 洽 后 身上 抹 的 那 一 层 油 上 M A Hae 
的 。 事 实 上 ， 古 罗马 的 史家 说 ， 阿 基 米 德 疼 命 的 时 
候 ， 正 正在 全 神 贯 注 地 思索 画 在 沙盘 上 的 一 个 几何 图 
” 形 ， 当 时 , 由 于 围城 警戒 一 时 柱 忽 , 马赛 拉 斯 及 其 部 
METERT 另 一 个 说 法 还 说 ， 这 时 有 一 个 罗 
马 兵 士 的 影子 落 在 他 的 图 形 上 ， 阿 基 米 德 便 向 身后 
Lette, CW TURE CRANES 学 会 会 和 ?于 
二 月 号 上 发 表 了 一 首 小 诗 ， 为 我 们 记载 了 这 一 事 伟 ， TARM, A 
KAMEI es PA OK 
RF RMMARMKE,  . l ode, 
| BR Ree ” 
PB aR A. 
L RE 
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拆 乱 的 人 挥手 示意 ， 不 要 把 他 的 图 形 搞 乱 了 ， 于 是 
那个 把 气 溃 天 的 掠夺 者 便 一 枪 刺 穿 了 老人 的 身体 . 
阿 基 米 德 的 著作 有 十 份 流传 下 来 ， 另 外 还 发 现 
”了 某 些 散 俱 著作 的 蛛丝马迹 。 现存 的 著作 都 是 数学 
诠释 的 精品 ， 叙 述 完 美 ， 布局 谐 调 ， 表现 出 高 度 的 
创见 、 巧 妙 的 计算 以 及 严谨 的 论证 ， 这 些 著作 中 对 
数学 贡献 最 大 的 ， 也 许 是 积分 法 的 早期 研究 。 我 们 
现在 就 来 讲 这 项 卓越 的 成 就 。 
O 阿 基 米 德 有 些 著 作 使 用 的 步骤 相当 于 进行 一 次 
页 正 的 积分 运算 。 我 们 这 里 只 讨论 两 份 著作 ， 一 份 
萎 阿 基 米 德 自己 的 得 意 之 作 ，《 论 球 与 圆柱 》; 另 
一 份 是 发 现 不 久 的 著作 ， 题 为 《方法 》. 第 一 份 著 、 
作 分 为 两 卷 ， 总 共有 60 个 命题 ， 给 出 了 球 、 球 冠 以 
及 球台 的 表面 积 与 体积 的 正确 表达 式 ， 这 在 数学 史 
上 似乎 是 破 天 莞 第 一 次 。 球 的 表面 积 和 体积 是 卷 I 
命题 33 和 34 疯 一 个 推论 ， 其 提 法 别具一格 ， 一 个 加 
往 如 果 其 底 画 等 于 一 个 球 的 大 回 ， 其 高 等 于 该 球 的 
直径 ， 则 其 总 面积 侧面 加 两 底 》 正 好 等 于 球面 和 


的 3， 其 休 开 正好 等于 球体 和 的 急 。 由 此 容易 得到 
半径 为 ?的 球 的 表面 积 S 和 体积 7 的 熟知 公式 : 
S=477:2，T 了 = 4773/3。 7 
阿 基 米 德 用 一 连 串 的 命题 巧妙 地 、 一 步 一 步 地 推出 
。 这 些 结果 ， 正 是 在 这 些 命题 中 蕴藏 着 积分 的 思想 
` 107 


不 过 ， 我 们 看 到 的 不 是 现代 直截了当 的 极限 方法 ， 
而 是 间接 、 笨 重 但 也 是 有 用 的 双重 归 雇 法 , 称 为 尤 多 
克 萨 斯 的 穷 举 法 。 尤 多 克 院 斯 的 穷 举 法 可 以 作为 “ 数 
学 史 善 华 ” 收 入 内 容 更 广泛 的 连续 性 讲座 ， 我 们 这 
里 就 不 加 说 明了 ， 因 此 ， 我 们 也 就 不 去 仔细 推荐 阿 
基 米 德 如 何 巧妙 地 证 明了 球面 积 和 球体 积 的 上 述 两 
PART”. 不 过 ， 我 们 将 相当 详细 地 来 考察 阿 基 
米 德 在 其 著作 《方法 》 中 提出 的 论述 ， 其 中 他 谈 列 
他 如 何 首 先 归纳 出 所 说 的 公式 这 个 论述 不 仅 明显 
地 涉及 积分 的 思想 ， 而 且 也 对 发 现 真理 提供 了 一 种 
.有 意义 的 方法 。 l 

阿 基 米 德 的 《方法 》 过 去 一 直 长 期 散居 ， am 
多 年 ， 只 见于 引文 ， 直 到 1906 年 ， 德 国 杰出 的 数 党 
史家 1.L, 赫 贝 格 才 在 君 士 坦 丁 堡 发 现 了 一 件 十 世 
纪 的 抄本 ， 这 是 一 份 羊皮 纸 重 写 件 ， 即 荐 把 几 世 纪 
以 前 羊皮 纸 上 原 有 的 墨迹 洗 掉 重新 利用 ， 和 写 上 别 的 
东西 ， 但 是 随 着 时 间 的 推移 ，' 原 有 的 墨迹 又 隐约 出 
现在 后 来 的 墨迹 下 面 ， 这 份 著作 的 形式 是 写 给 亚 历 
山大 大 学 厄 锐 托 室 尼斯 的 一 封 信 。 

穷 举 法 虽然 严格 ， 但 却 不 产生 新 结 梁 ， 妈 是; 
BRB, SETA TORT AE 

。 不 过 ， 我 们 可 以 指出 ， 儿 乎 任何 中 学 立体 几何 课本 中 都 本 
以 找到 本 质 上 是 阿 基 米 德 的 论述 ， 但 经 过 本 现代 极限 更 汉 的 B a. 
一 原 注 

108 


证 天 这 个 公式 ， 但 是 穷 举 法 无 助 于 该 结果 最 初 的 发 
M. 那么 ， 比 如 说 ， 阿 基 米 德 在 其 《 论 球 SH 
柱 》 这 篇 著作 中 利用 穷 举 法 加 以 巧妙 证 明 的 那 两 个 
公式 又 是 怎样 发 现 的 呢 ? 这 个 问题 阿 基 米 德 在 其 著 
作 《 方 法 》 中 给 出 了 回答 。 

阿 基 米 德 方法 〈 全 名 叫做 阿 基 米 德 平衡 法 》 的 
基本 思想 如 下 ， 要 求 出 所 要 的 面积 或 体积 ， 就 把 它 
切 成 大 量 的 平行 细 长 条 或 平行 细 长 块 ， 设 想 把 这 些 
-切片 挂 在 一 架 杠杆 的 一 头 ， 使 得 它们 与 某 个 形体 处 
于 平衡 状态 ， 这 个 形体 的 容积 、 质 心 已 经 知道 。 现 
在 让 我 们 利用 这 一 方法 来 牧 出 球 的 体积 公式 ， 从 而 
-也 就 说 明了 这 一 方法 。 

设 * 是 球 的 半径 ,把 球 的 两 极 放 在 水 平 的 x 轴 上 ， 
北极 N 位 于 原点 〈 见 图 26) 。 让 面积 为 2 xy 的 矩形 
_N4BS 和 三 角形 NCS( 这 是 一 个 等 腰 直 角 三 角形 ， 商 
EZEAN) 绕 x 轴 旋转 ， 从 而 得 到 一 个 加 柱 和 一 个 
加 锥 ,现在 从 这 三 个 立体 上 切 下 三 条 铝 直 的 细 长 块 
《假定 它们 都 是 扁平 的 圆柱 ), NAE, 厚度 为 4x。 
-这 三 块 的 体积 近似 等 于 

FR: ax (2r-x) Ax, ** 
mE: arar, 


+ 在 这 方面 ， 穷 举 法 很 象 中 学 代数 课 里 碰 到 的 数学 归纳 法 ， 
-一 原 注 . 
。。 这 一 块 的 半径 是 X 与 27- X 的 比例 中 项 一 原 注 
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Ts Tx? Ax, | 
Ny 
重心 位 于 T， 这 里 TN = 2r, 这 两 决 关于 RAE 
是 


woh 
oars are 


, Cx (27 — KJA trx Ar = gar ayAx。 a 
EE MEERA LF RI 
SNK FN A EER ALK 块 加 在 
一 起 我 们 得 到 

ORR MEEBO = 4 国术 体积] 


。 一 个 体积 关于 一 点 的 矩 是 指 该 体积 条 以 读 点 与 体积 质心 的 ， 
距离 ， 一 原 注 A 
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2r [球体 积 + is = gar‘, 


球体 积 = 2, 


阿 基 米 德 在 《方法 》 里 告诉 我 们 ， 他 就 是 这 样 求 得 
球体 积 的 公式 的 。 但 是 ， 阿 基 米 德 的 数学 良知 使 他 
Wh, REET MEERE, BMRA 

给 出 一 个 严格 的 证 明 。 cal 

在 阿 基 米 德 的 平衡 法 中 ， 我 们 看 到 ， 把 总 量 视 
为 大 量 元 件 的 合成 ， 这 一 思想 虽然 基础 不 稳 ， 但 者 
行 之 有 效 . 不 用 说 ， 利 用 现代 的 极限 理论 ， 可 以 使 
阿 基 米 德 平衡 法 达到 完全 严格 化 ， 与 现代 积分 原理 
“ 实质 上 是 一 回 事 。 因 此 ， 从 几乎 任何 观点 来 看 ， 我 
们 这 时 所 讲 的 阿 基 玉 德 的 工作 者 肯定 是 名 可 其 实 的 
“数学 史 闭 华 ”。 

《 论 球 与 圆柱 》 是 阿 基 米 德 的 得 意 之 作 ， 所 以 
他 说 ， 他 希望 在 他 过 世 以 后 人 们 能 够 把 球 内 切 于 加 
柱 这 个 图 形 ( 见 图 27) 错 刻 在 他 的 墓 原 上 ，。 阿 基 米 德 
在 赛 锐 克 尤 斯 包围 战 中 作为 马赛 拉 斯 的 对 手 展 建 奇 
功 ,使 马 赛 拉 斯 对 他 敬 莫 不 已 ,所 以 马赛 拉 斯 获悉 阿 
基 米 德 在 城 破 时 遇难 之 后 ， 便 为 阿 基 米 德 举行 了 隆 
重 的 弗 礼 ， 在 他 的 墓地 勒 石 树 碑 ， 镜 上 他 要 求 的 那 
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个 图 形 .过 了 很 多 年 ， 
担任 古 罗 马 财务 官 的 
杞 切 柔 到 赛 锐 克 尤其 
来 收 税 的 时 候 ， 竞 然 
找 不 到 人 能 够 指出 阿 
KEKET. 好 
不 容易 经 过 一 番 搜索 
{th PEFR HR 
HH BAEK PE 
FAR ee 
新 .但 是 , 随 着 岁月 的 
流逝 ， 莫 地 又 沧 于 芒 
3, 而且 由 于 该 城 这 图 27 
么 多 世纪 以 来 的 发 展 , WER ABR, 永 不 可 考 
T. 可 是 ，1965 年 ， 一 架 节 汽 据 土 机 在 为 赛 锐 克 万 
斯 一 家 新 旅馆 挖 地 基 的 时 候 , MAREK- REM, 
上 面 赫然 错 刻 着 球 内 切 于 圆柱 的 那个 图 形 ， 于 是 ， 
赛 倍 克 尤 斯 人 中 那 位 佼佼 者 的 墓地 再 一 次 被 发 现 。 
捷克 斯 洛 伐 克 科 学 家 P. 贝 克 曼 ( 现 属 科 洛 拉 多 
大 学 电机 工程 系 ) 认 为 , 历史 主要 是 世界 上 两 类 人 之 
间 的 生死 斗争 形成 的 ， 一 类 人 是 思想 家 ， 一 类 人 是 
暴徒 。 关 于 这 两 类 人 ， 贝 克 曼 提出 了 一 个 说 明 ， 可 
以 称 之 为 贝克 曼 定律 。“ 在 思想 家 与 暴徒 的 斗争 中 ， 
暴徒 总 是 战胜 思想 家 ， 但 思想 家 总 是 比 暴徒 存在 得 
112 


更 久 。” 例 如 ， 那 些 古 希腊 人 ， 尤 其 是 阿 基 米 德 ， 
都 是 思想 家 ， 而 那些 古 罗 马 人 ， 尤 其 是 马赛 拉 斯 ， 
则 是 暴徒 。 在 阿 基 米 德 和 马赛 拉 斯 的 较量 中 ， 马 赛 
拉 斯 胜利 了 ， 但 阿 基 米 德 的 业绩 却 远 比 马赛 拉 斯 的 
所 作 岂 为 流传 得 更 久 。 最 伟大 的 爱尔兰 人 W .R.。 e 
密 尔 顿 辟 士 被 争 誉 为 数学 的 光彩 ， 他 有 一 次 谈 到 这 
个 生死 斗争 时 说 ，“ 谁 不 愿 宁可 享有 阿 基 米 德 的 声 

望 ， 而 不 担 受 战胜 阿 基 米 德 的 马赛 拉 斯 这 个 加 名 
O R?” wih ZARZA. N. PR AA 怀 阿 基 
米 德 逝 忆 时 指出 ，“ 没 有 一 个 古 罗马 人 是 在 吴 思 苦 
想 几 何 图 形 时 死去 的 。” 虽 然 贝 克 曼 定律 保证 人 类 
对 阿 基 米 德 的 记忆 比 对 马赛 拉 斯 的 记忆 更 为 持久 ， 
但 杰出 的 英国 数论 大 师 G。H. 哈 迪 还 向 我 们 保证 
说 ， 即 使 在 二 希腊 的 思想 家 中 ，“ 当 伊 斯 克 对 斯 中 
被 人 忘却 的 时 候 ， 阿 基 米 德 还 会 受到 缅怀 ， 因 为 语 
” 言 总 会 消亡 ， 而 数学 思想 却 是 永存 的 。” 

如 果 再 组 织 一 个 内 容 更 广泛 的 “数学 史 羡 华 录 
连续 讲座 ， 阿 基 米 德 的 名 字 就 很 可 能 多 次 出 现 . 例 
如 ， 是 阿 基 米 德 开创 了 用 实验 方法 计算 x 的 漫长 历 
史 ， 是 阿 基 米 德 写 出 了 第 一 篇 有 意义 的 数学 物理 方 
面 的 文章 。 在 稍 后 一 讲 里 ， 我 们 还 要 回来 讲 阿 基 米 
德 的 《 论 球 与 圆柱 》 卷 了 ， 结 合 解 三 次 方程 问题 给 


O ”公元 前 五 世 兄 吉 希 腾 翡 剧 许 人 ， 一 译注 
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盘 一 个 评述 。 
练习 


9.1 nite HEIL TRAM 05 
VE KEFE BIL 
(a) REE away 的 王冠 Eww, ST few, 
BRE, MEVERRERY iA Bh, w 
AE PAR RAR ARIES A, 王冠 在 水 中 Apa BT AR, 
证 明 


O RAM (a) Pi EAER RTK P A 
BaF RTO, 与 王冠 重量 相同 的 两 kete 
银 浸没 于 水 中 时 则 分 别 排出 v1 和 ya 立方 英才 的 
水 。 证 明 
Wi VV 
We 4 一 21 
92 AMEA CREE) ALS 
33 和 34 的 那个 推论 求 出 半径 为 + 的 球 的 表面 积 与 体 
Ri Reo DR, a | 
9.3 ZURE, REPRE, 
9.4 Ein, REMRAFFADHKRURERE, 
利用 这 个 定理 推出 球面 积 的 熟知 公式 ， 并 证 明 下 述 
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定理 ， 球 冠 面积 等 于 一 个 四 的 面积 ， 该 加 的 半径 是 生成 
MOMMA, 
9.5 Bil 球 锥 体积 是 底 @@ 面 积 与 球 半 径 之 
积 的 三 分 之 一 。 试 证 明 下 列 结果 ， | 
(4) 从 半径 为 7 的 球 上 截 出 一 个 球 冠 ， 其 高 
Hh, ROEBAG, MARRA | 


了 = so- = ah (34 +h? -). 


O LRG ARRAN, ARATE afed, 
则 其 体积 为 | 


V= (gat +3b: +h ). 


©) 问题 ©) 中 的 球台 相当 于 一 个 祭 与 两 
个 圆柱 之 和 ， 球 的 半径 为 h/ 2 ， 两 个 圆柱 的 高 部 
是 h/ 2 ， 底 半径 各 为 4 与 b。 

9°6 图 28 表 示 以 4C 为 弦 的 抛物 线 5 形 ， CF 

是 抛物 线 在 C 处 的 切线 ，4F 平 行 于 抛物 线 的 轴 ， 
OPM 也 平行 于 抛物 线 的 He, KAFAN $A, HK “ 
=KC。 取 HC 为 杜 杆 或 平衡 杆 ， 其 支点 在 上 。 把 OP 
ETH, KEP OB GAH, OMB ER R. 

(a) MRK, 利用 OM/OP = AC 
/4O 这 一 几何 事实 证 明 ， 抛 物 线 避 形 的 面积 等 于 三 


~ 


O RANE RALRAR TE AD A KEM, — HE 
O REM RR, — PR 
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图 28 
角形 AFC 的 面积 的 三 分 之 一 。 
(b) URACH P S, SUPET 抛物 级 
HORE MMRREV, SFCR TW, 根据 问 
Ri (a), 利用 了 在 HC 上 这 一 几何 事实 证 明 ， 抛物 
线 己 形 的 面积 是 三 角形 47C 的 面积 的 三 分 之 四 。 

TARRA IE PHHAT, RAAM 
问题 (4) 和 (b) 的 步骤 而 发 现 问题 O) PRAE 
果 的 。 可 是 ,他 的 数学 良知 使 他 认为 ， 这样 的 步骤 不 
能 算是 证 明 ， 所 以 他 又 在 “《 求 抛物 线 面 积 ? 这 篇 文 
章 中 利用 尤 多 克 萨 斯 穷 举 法 提出 了 一 个 严格 的 证 
明 。 

97 设 有 两 条 曲线 mi 和 ?mW， 还 有 一 点 DO， 假定 
我 们 可 以 在 一 把 直 尺 上 标 出 一 个 线段 MN) fe 后 调 
整 直 尺 ， 使 得 直 尺 通过 点 O 且 与 h Amien, m 
higiRAM, nL RAAN, AHBSZARS 
BS EARE” ee ee 
. 们 可 以 使 用 播 入 原理 ， 有 时 就 能 解决 只 用 欧 凡 里 全 
人 
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三 等 分 任意 角 的 作 图 法 是 正确 的 。 ， 
设 408 是 已 知 圆 的 任何 圆心 A, HB SRR 
了 3CDD 与 该 圆 交 于 另 一 点 C， 与 4O 的 延长 线 交 于 D, 


使 CD -= 加 半径 OA， 于 是 ， 角 ADB = +6 fg AOB), 


三 等 分 问题 的 这 一 解法 是 阿 基 米 德 的 一 个 定理 
， 的 推论 。 

9.8 利用 阿 基 米 德 曾 旋 线 可 以 巧妙 地 解决 圆 改 
AMM 〈 即 作 一 正方 形 ， 其 面积 等 于 已 知 圆 的 面 
a) 。 据 传 ， 阿 基 米 人 德 的 确 用 过 他 的 螺旋 线 来 达到 
这 一 目的 。 我 们 可 以 用 力学 的 术语 定义 这 种 螺旋 线 
为 点 P 的 轨迹 ， 这 点 沿 一 条 射线 和 旬 记 运动， 而 该 身 
线 又 在 平面 上 绕 原 点 匀 迷 旋转 。 如 果 我 们 取 了 与 身 
线 原点 O 重 合 时 射线 的 位 置 Q4 作 为 极 坐 标 架 ， 那 么 
OP 与 角 4OP 成 比例 ， 所 以 螺旋 线 的 极 坐 标 方 EA 
7= 609， 这 里 0 是 比例 常数 。 

试 说 明 如 何 利用 阿 基 米 德 螺旋 线 来 作 一 个 正方 
形 ， 其 面积 等 于 圆心 为 O 半 径 为 4 的 加 的 面积 。 

9.9 说 明 如 何 利 用 阿 基 米 德 索 旋 线 来 三 等 分 
(更 一 般 地 ， 多 等 分 ) 任意 角 4OB。 - 

9,10 阿拉 信 学 者 认为 下 述 RRB” A 
基 米 德 发 现 的 。 这 个 定理 说 ， 如 图 29 所 示 ,， 如 果 4B 
fo BCin AR Ati, BCD>AB, HM XBABC 
的 中 点 ， 则 用 到 BC 上 所 引 便 线 的 各 足 F 是 拆 ABC 
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图 29 


的 中 点 。 

(a) 证 明 这 个 折 纺 定理 。 

(6) IMC = 2%, WBM = 2y, 依次 证 
e MC = 2sinx, BM = 2 siny, AB= 2 sin(x- Y), 
FC = 2sinxcosy, FB= 2sinycosx, RE if We. 
a LE BF Asin (x-y) =sinxcosy—siny 
COSX。 ` 

(c) 利用 折 弦 定理 证 明 恒 F Asin (X +y) 


= sinxcosy + Sinycosx, 
”进一步 的 读物 


Dijksterhuis, E.J., © Archimedes, 
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New York, Humanities Press, 1957. 
Heath, T.L., The Works of Archimedes, 

New York, Cambridge University Press, 

1912, Reprinted by Dover, New York, 
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十 、 来 自 天 文学 的 推力 


托 勒 玫 编 造 的 弦 长 表 
( 约 在 公元 150 年 ) 


三 角 学 开 初 是 不 引 人 注 目的 。 就 古 希 腊 以 前 的 
时 期 而 言 ，《 莱 恩德 古书 》 《〈 约 在 公元 前 1650 年 ) 
里 有 些 问 题 涉 及 正方 形 正 棱锥 底部 二 面 角 的 余 切 ! 
有 一 件 巴 比 伦 模 形 文字 的 铭文 ， 叫 做 “ 普 利 普 屯 
322”* 《公元 前 1900 年 至 1600 年 》， 其 主要 内 容 是 
45° 与 30" 之 间 十 五 个 角度 的 正 割 数值 表 。 如 果 对 古 
代 美 索 不 达 米 亚 地 区 的 数学 进一步 深入 研究 ， 很 可 
能 对 实用 三 角 学 的 发 展 有 重要 的 揭示 。 巴 比 伦 的 天 
文学 家 们 积累 了 相当 多 的 观察 数据 ， 我 们 也 知道 其 
中 很 多 信息 曾经 传 给 希腊 人 。 球 面 三 角 学 的 诞生 正 
是 由 于 早期 的 这 种 天 文 知识 。 

希腊 天 文学 家 中 最 早 的 一 位 是 萨摩 斯 岛 的 埃 镜 
斯 塔 克 斯 〈 约 公元 前 310 年 至 230 年 ) ， 据 说 .他 曾 
用 数学 来 研究 天 文学 ， 第 一 个 提出 了 太阳系 .日 心 


”这 是 指 哥 伦比 亚 大 学 G.A. 普 利 普 顿 考 二 收藏 蜗牛 且 录 A 
叶 为 322 的 收藏 品 。 一 一 原 注 
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说 “他 的 著作 全 都 没有 流传 下 来 ， 但 据 记 载 ， 在 其 
短文 《 论 日 月 之 大 小 及 距离 》 中 ， 他 用 到 了 与 下 述 
事实 等 价 的 命题 


sina a -tana 
sinb ~b ~tanbs 


jx B0<b<a<a/ 2, 

我 们 知道 的 第 二 位 十 希腊 杰出 的 数学 天 文学 家 
是 赫 巴 克 斯 ， 他 生 于 小 亚细亚 的 奈 斯 尔 城 ， 大 约 在 
公元 前 140 年 最 负 尤 名 。 赫 巴克 斯 在 公 元 前 146 年 
曾 对 亚历山大 港 的 春分 点 做 过 观测 记录 ， 但 他 最 
”重要 的 天 文 观测 是 在 著名 的 柔 兹 岛 天 文 台 进行 的 。 
赫 巴 克 斯 以 其 细致 而 精确 的 观测 著称 ， 公 认为 取得 
了 下 述 业 绩 ， 确 定 平均 太阴 月 ， 与 现在 认可 的 值 相 
差 在 一 秒 以 内 ， 精确 算出 了 黄 赤 交角 ， 发现 并 估计 
出 时 夜 平分 点 的 岁差 。 据 说 他 还 算出 了 月 球 视差 ， 
确定 出 月 球 的 近地点 , 编 了 850 个 恒星 的 目录 。 他 提 
倡 用 纬度 和 经 度 来 确定 地 球 表面 的 位 置 ， 他 可 能 是 
第 一 个 在 希腊 引入 把 圆 分 成 360* 的 人 ， 虽 然 我 们 对 
这 些 业 绩 的 知识 都 是 第 二 手 的 《因为 赫 巴 克 斯 的 落 
作 几 乎 全 都 没有 流传 下 来 ) ， 但 我 们 认为 ， 忒 巴克 
斯 理 所 当然 地 知道 有 关 天 体 的 这 些 三 角 学 的 基本 
mx, 


。 因此 ， 埃 锐 斯 塔 克 有 时 有 “古代 哥 自 尼 ?之 称 , 一 一 原 注 
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还 有 一 个 更 直接 、 更 重要 的 情况 说 明 替 巴克 斯 
与 三 角 学 的 关系 ， 就 是 四 世纪 亚历山大 港 的 评论 家 
塞 恩 认为 ， 赫 巴克 斯 编造 过 一 份 十 二 卷 的 纺 长 表 。 
这 份 表 已 经 逐 不 可 考 了 ， 不 过 后 来 倒 有 一 份 表 保 存 
下 来 了 ， 那 是 C. 托 勒 玫 ( 约 85 年 一 165 年 )* 编造 的 ， 
据 信 是 由 替 巴 克 斯 的 表 改 编 的 ， 肪 列 出 从 0.5° 到 
180 "顺序 相隔 半 度 的 所 有 圆心 角 的 弦 长 ， 圆 半径 分 
成 60 等 分 ， 驼 长 则 以 这 些 等 分 为 单位 按 六 十 进位 表 
示 。 例 如 ， MR Gerda mB ARK, 则 查 到 

crd36°= 37P4’ 55”, 
REER Mits "的 纺 长 为 半径 的 37/60《〈 即 37 ， 
个 小 等 分 ) ， 加 上 一 个 等 分 的 4/60， 再 加 上 一 个 等 
分 的 55/3600。 从 图 30 显 然 可 见 ， 瑟 长 表 相 当 于 三 
角 学 上 的 正弦 表 ， 因 为 
AB crd2a 


. AM 
sina = 二 -一 一 = 


OA WASH 120 ° 
A, FERRI REA TA 0 "到 90" 依 次 
FARGO PATER, WR MEAN 
系统 地 使 用 过 他 的 纺 长 表 ， 他 显然 知道 现在 用 来 解 
球面 直角 三 角形 的 若干 公式 的 等 价 公式 。 
塞 恩 还 提 到 亚历山大 港 的 麦 尼 震 斯 ( 约 在 公元 


. 不 要 同 以 前 埃及 的 托 勒 密 王朝 的 任何 国 IMRE. -RÈ 
〈 原 书 这 两 个 人 名 是 一 样 的 都 作 Ptolemy， 但 托 动 玫 应 作 Clau- 
dius Ptolemaeus, 一 一 译注 .} 
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: 图 30 ， 
100 年 ) 写 过 一 部 六 卷 的 著作 ， 论 述 加 内 的 X, E 
是 这 部 著作 也 同 麦 尼 雷 斯 的 其 他 种 种 著作 一 起 潭 没 
EMT. HI, EERE Ee OR 
论 》 却 用 阿拉 伯 文 保存 下 来 了 。 这 部 著作 对 于 希腊 
三 角 学 的 发 展 提供 了 很 好 的 说 明 。 
十 希腊 天 文 著作 居然 有 这 么 多 化 为 乌有 ， 其 原 
因 在 于 托 蔓 玫 写 了 一 部 著作 ， 使 那些 早期 的 著作 冉 
RRE, KFARDEK, KALALE, 托 勤 玫 
写 了 他 那 出 类 找 菜 的 希 及 文 天 文 学 巨著 。 这 部 极 有 
影响 的 著作 题 为 《数学 体系 》， 以 其 材料 完备 、 结 
构 紧凑 、 论 证 优美 而 独步 一 时 ， 所 以 后 世 的 评论 家 
为 了 有 别 于 其 他 次 楼 的 天 文学 著作 。 就 给 它 安 上 一 
个 最 高 级 形容 词 magiste， 即 是 “最 伟大 的 ” 。 再 到 
后 来 ， 阿 拉 伯 翻译 家 又 在 前 面 加 上 了 阿拉 伯 语 的 冠 
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Wal, 结果 这 部 著作 此 后 就 一 直 称 为 4lmagestD. 这 部 
著作 共 十 三 卷 ， 在 卷 工 中 ， 除 了 某 些 预备 性 的 天 文 
学 材料 外 , AE BK Ze, 同时 还 简要 说 明 
了 该 表 如 何 来 源 于 一 个 极 有 用 的 几何 命题 ， 即今 称 
托 勒 玫 定理 ， 男 内 接 四 边 形 中 ， 两 条 对 角 线 之 积 等 于 两 双 
对 边 之 积 之 和 。 

实用 三 角 学 如 果 不 利用 所 谓 的 三 角 函 数 表 ， 就 
不 可 能 有 很 大 的 进步 。 因 此 ， 最 早 系统 编制 的 一 份 
可 以 应 用 的 三 角 函 数 表 ， 显 然 就 是 一 件 “ 数 学 史 鞭 
华 ”。 本 讲 其 余部 分 的 目的 是 扼要 介绍 托 勤 玫 如 何 
编制 他 那 非常 有 用 的 弦 长 表 ， 也 就 是 正弦 表 * .为 
了 便于 叙述 和 理解 ， 我 们 将 利用 现代 的 代数 记号 ， 
使 用 现代 的 十 进位 小 数 而 不 用 古代 的 六 十 进位 小 
数 ， 分 成 几 个 小 步 又 详细 推 注 ， 

1, 我们 首先 证 明 上 述 托 勒 下 定理 、 为 此 目的 设 
ABCD ( 见 图 31〉 是 加 内 接 简 单 四 边 形 ，E 是 对 角 
线 4C 上 的 点 ， 使 得 Z4BE = “DBC, 由 相似 三 角 
形 4BE 和 DBC 可 见 ，4B/AE= DB/DC， 所 以 
“(AB)CDC) = (DB) (4E) 。 再 由 相似 三 角形 48D 
和 EBC 得 到 4D/DB= EC/CB， 所 以 《4D)(CB) 


O 最 第 八 讲 提 到 的 《大 综合 论 》， 这 个 译名 CE 海 》1521 
H, LRM, 1979. 译注 

， 这 个 方法 很 可 能 早 由 区 巴克 斯 使 用 过 了 ， “WA 普 81322” 
中 发 现 的 非常 简短 的 正 割 天， 似乎 是 由 一 组 基本 的 毕 大竹 科斯 三 角 
BOD RM, WA eae Re. 一 一 原 注 
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B 
图 31 | 
= (DB)(EC) , 由 此 推出 (48B) (DC) 
+ CAD) (CB) = DB(AE + EC) = (DB) (AC), 
定理 证 毕 。 
我 们 现在 建立 托 勤 玫 定 理 的 三 个 推论 。 
2, #101, 如 果 C 和 1 是 单位 加 上 两 段 弧 的 弦 , 则 
s= (a/2)(4~b*)' + (b/2)(4- a?) 
是 这 两 段 弛 之 和 的 弦 ， 
应 用 交 革 下 定理 于 图 52 的 四 边 形 ， 其 中 4 是 
HB, BC=a, CD=b, 
3. 推论 2. 车 和 1 是 单位 圆 上 两 段 板 的 弦 ，c 三 2， 册 
d= (a/2)(4-0?) +- (b/2)(4-a*)'” 
是 这 两 段 弧 之 差 的 弦 ， | 
应 用 托 勒 玫 定 理 于 图 33 的 四 边 形 ， 其 中 4B 是 
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图 33 
直径 ，BD =a，BC =D。 
4 推论 5。 如 果 ! 是 单位 国 一 段 劣 缀 的 弦 ， 则 
h= (2-C€4-8)' 77" 
BRAZEHZ, 
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应 用 托 勒 玫 定 理 于 图 34 的 四 边 形 ， 其 中 4C 是 
直径 ，BD = b BD 垂 直 于 4C。 我 们 得 到 


图 34 


2t= 2hC4 -h?)'”, 
两 端 平方 得 移 项 得 到 
ht- 4hi+t?= 0。 
把 这 个 方程 作为 如 的 二 次 方程 求解 ， 我 们 得 到 
he=24(4-0)'7 
由 于 1 代表 弦 BD 所 对 劣 弧 之 半 的 弦 ， 所 以 上 式 中 应 
取 负 号 。 最 后 ， 取 平方 根 得 到 
h= [2 一 (4 一 上 六 
5. 考 周 一 个 等 腰 三 角形 40B ( 见 图 35)》 ， 其 顶 
角 40B= 36"， 作 BAO 的 平分 线 4C。 于是， 从 相 
似 三 角形 40B 与 BA4C 得 到 4B/CB=0B/4B, 4AB 
=x， 取 0B = 1 ， 我 们 求 得 
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S 


图 35 
x/ (1-7) = 1/* Rxt+ee1=0, 


从 而 〈 精 确 到 小 数 点 后 四 位 ) 
x= (/5-1) /2 =0.6180, 
可 见 在 单位 圆 内 ，crd36"= 0.6180, * - 
” 6. 由 于 在 单位 圆 内 crd60° = 1， 所 以 据 上 述 推 
, 论 2 可 见 ， 在 单位 圆 内 
crd24°=crd (60°~36°) =0, 4158, 
7. 据 推论 3 现在 可 以 依次 算出 单位 圆 内 下 列 庄 
FH, 12°, 6%, 3% 90’, 45°, FREE 


> S4YRRL BABU RSET. -— RE 
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crd90’ = 0.0262， crd45’ = 0.0131, 
8. 本 讲 开头 曾经 指出 ， 埃 锐 斯 塔 克 斯 知道 与 下 
述 关系 等 价 的 命题 ， 


sing 


由 此 可 得 - 
crd60’ /crd45’ <60/45= 4 /3, 
crdi°< (4/3)00.0131) = 0.01747。 
erdg0' /erd60’<90/60= 3/2, .| 
或 


crd1°> €2/3)(0.0262) =0.01747. 
从 而 ， 精 确 到 小 数 点 后 四 位 ，crd 1 "= 0, 0175, 


9. 据 推论 3 BLUE A LR Berd °. 


10. 现 在 可 以 编制 单位 圆 内 依次 相 隔 0.5 CHG 


长 表 了 。 
实用 三 角 学 ERENS LENEAN 日 益 完 善 
的 三 角 函 数 表 。 例如， 十 世纪 的 穆斯林 数学 家 阿布 
尔 维 发 (940 一 998) 计 算 了 入 隔 15 的 正弦 K 和 正切 
表 ， 后 来 维也纳 数学 家 G, 冯 培 尔 巴 B 423-1461) 
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计算 过 正弦 表 ， 德 国 数学 家 J, 密 勒 * (1436-1476) 
计算 过 正切 表 。 十 六 世纪 首届 一 指 的 德国 数学 天 文 
RG] Hee (1514-1576) ， 花 费 十 二 年 用 
租 来 的 计算 机 编制 了 两 份 三 角 函 数 均 ， 非 常 出 色 ， 
今天 仍然 有 用 ， 一 份 是 所 有 六 个 三 角 函 数 的 十 位 数 
表 ， 角 度 各 相隔 10/， 另 一 份 是 十 五 位 数 的 正弦 表 ， 
角度 各 相隔 10"， 附 有 第 一 、 第 二 和 第 三 差 值 ， 有 
趣 的 是 ， 袖 珍 计算 器 的 普及 已 使 这 些 准 表 成 为 附 次 
BE, MUZE (CRORES PREY 
WEASLA-ULERREM (Eb BEREN 
掉 三 角 函 数 表 @。 

我 们 最 后 对 三 角 函 数 现 有 名 称 的 意义 稍 加 说 
明 。 如 果 考 虑 单位 圆 的 圆心 角 ， 那 么 由 三 角 画 数 的 
几何 解释 可 见 ， 除 了 正弦 以 外 @， 意 思 都 是 清 AN. 
例如 ， 如 图 36 所 示 ， 如 果 圆 的 半径 是 一 单 位 ， 则 
tana 和 seca 就 由 切线 线段 CD 和 制 线 线段 0D 量 度 , 当 
然 ， 余 切 不 过 就 是 指 “ 余 角 的 正切 ”， 余 齐 就 是 “ 余 
REA”. ED, AU, EN, RALARI. 
的 名 称 ， 目 前 这 些 名 称 是 十 六 世纪末 才 出 现 的 。 

正弦 一 词 的 来 源 比较 奥妙 。 印 度数 学 家 天 BW 


* EBMSSERARRBAM, REGED EME g 
拉丁 文 意译 《国王 之 山 ) .一 系 注 

C M192 HE RAT = Bee, 一 一 评注 

© RAPHRABER, SREE, —— FE 
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图 36 

巴 达 长 老 〈 约 475 年 一 约 550 年 ) BK 之 为 ardh&-jyd 
CEER) , we iyd-ardhd ( “3% ¥#) , GK 
又 把 这 个 词 简写 为 jya& CHR” 》 。 阿 拉 伯 人 从 iy6 
音译 派生 出 ji5a， 这 个 词 按照 阿拉 伯 语 略 去 元 音 的 
SBS Bid. 由 于 j?54 这 个 词 除了 学 RE 的 党 义 
以 外 在 阿拉 伯 语 里 毫 无 意义 , 所 以 后 来 的 作者 ; 他 们 
HEM RUG AH, MAb, RE A 
”意义 的 jjbe 的 缩写 ， 就 把 它 换 成 了 jaib, 而 这 个 词 刚 
好 包含 了 同一 些 字母 ， 却 是 一 个 地 地 道道 的 阿拉 伯 
词 ， 意 思 是 “海滩 ”。 再 到 后 米 ， 克 里 蒙 纳 的 格拉 
尔 多 ( 约 在 1150 年 》 从 阿拉 伯 文 译 为 拉丁 文 时 ， 又 
把 阿拉 伯 文 的 jaib 换 成 了 相应 的 拉丁 词 sinus， 由 此 
出 现 了 我 们 现在 的 词 sine。 
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练习 


10.1 。 据 函 数 sinx 和 tany 的 图 形 证 明 。 xs 
0 增 大 至 x/ 2H, sinx/x FR mtanx/x ks, wae 
TER FX 


Sing a -tana 


sinb ~b ~tanb’ 
其 中 0<b<a<x/ 2, 
10*2 证明， 讲演 正文 中 的 推论 1]，2，3 
分 别 等 价 于 下 列 三 角 恒 等 式 。 


sin (@ +8) =sinacosB + cosasinp， 


sin (a@-B) =sinacosB— cosasing, 
- sin (0/2) = ((1-cos6)/2 34, 
其 中 0<a, B, O/2<a/2, 
10°3 “证 明 托 勒 玫 定理 的 下 列 推论 ; 
(a) RPR FREM VABCH d+ BH HR 
vB 上 的 点 ， 则 PC= PA+PB. . 
(b) 如 果 P 是 正方 形 4BCD 外 接 贺 张 4B 上 
的 点 ， 则 (PA+PC) PC= (PB+PD) PD, 
(c) 如 果 了 PP 是正 五 边 形 4BCDB 外 接 园 RAB 
上 的 点 ， 则 PC+PE=P4+PB+PD。 l 
(d) 如 果 了 是 正六 边 形 48BCDEF $) 4 i OH 
ABL 上 的 点 , MPD+PE=PA+PB+PC+PF, 
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10,4, 三 角形 一 边 所 在 直线 上 的 点 如 果 不 是 该 
三 角形 的 顶点 ， 则 称 为 该 三 角形 这 条 边 OREEM 
A. 试 证 明 下 列 一 连 韶 的 定理 ， 其 中 所 有 的 线 和 和 
角 都 是 有 向 线段 和 有 向 角 ， 

(a) 变 尼 过 斯 定理 .三 角形 4BC 的 边 BC,C4， 
ABH EAEREMSRE, D, FARBAR RHA 


器 ) (器 ) GD- 


(6) 如果 把 三 角形 BOC 的 顶点 联结 到 直线 . 
BC 上 的 一 点 DD (TABAC) ， 则 


BD _ OBsin / BOD 
DC OCsin / DOC" 


(c) &D, E, FR =H HABCH Ñ BC, CA, 
ABHEREMAR, OL SEMPRA = 角 形 4BC 平 
面 上 的 点 ， 则 DD，E，F 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 
(524502) (sincere) * 


sin “DOC sin /EOA 7 
Ee sin /AOF -1 
sin /FOB ° 


(d AD, E',F' 是 球面 三 AHA BIC’ 的 
边 B'C’',C'A’' ,A'B' 的 三 个 责 尼 雷 斯 点 ， RD’, B’, 
到 位 于 球面 一 条 大 图 上 的 充 要 条 件 是 


(Ee ED (HER ) (sider ) =-1, 


sin D’ C’ sinE’ A’ sin F’ B’ 


《这 是 豆 尾 雷 斯 在 其 《 球 论 》 中 用 过 的 喜 尼 雷 斯 球 
面 定 理 。) 
10.5 证 明 下 列 一 连 事 定理 : 
(a) 三 角形 两 边 之 积 等 于 第 三 边 上 的 高 与 
外 接 图 直径 之 积 。 | 
(6) 设 4BCD 是 直径 为 的 圈 的 内 接 四 边 形 ， 
ig AB, BC, CD, DAZ Kit Ha, b, c, d} 
ABD, ACz kiam, n 两 休 对 角 线 中 任何 一 条 与 
另 一 条 上 的 重 线 间 的 天 角 记 为 0。 于 是 
micos0 =ab+cd, ntcos@ = ad + be, 
(0) .在 上 面 的 四 边 形 中 有 


Cac + bd) (ab + cd) 
9 


2 
ms ad + be 


(act bd) (ad + bc) 
ab +cd 


n? = 


(d) 在 上 面 的 四 边 形 中 ， 如 果 对 角 线 互相 
a, NA 
Cad + be) (ab + cd) _ 


al ` ac+bd 
(e) 托 勒 玫 第 二 定理 ， 在 上 面 的 四 边 形 中 有 


n ed +bc 


m ab+cd ° 
我 们 这 里 再 提出 托 勒 玫 定 理 的 一 个 扩充 以 及 一 
个 非常 美妙 的 推广 ， 可 能 会 使 读者 心 莫 手 追 。 
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托 勒 政 定 更 的 扩充 。 在 西 四 边 形 4BCD 中 有 
(BC) (AD) + (CD) (AB) > (BD)(AC), 


等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ;该 四 近 形 是 国内 接 四 边 形 。 
托 勒 玫 定 理 的 推广 。 设 TIT,T,T, 是 圆 C 的 内 接 廿 
AAN, CCC CRNAN, DNET Ta Tas 
T,RSACHM, FR 
tiotgg Fastar =tistaas 
RVLROC'CHHAMWRAK, HALES 
(1820-1891) 的 一 个 更 一 般 的 定理 的 特例 。] 


进一步 的 读物 


A aboe ` Asgee, Episodes from the Early 
‘History of Mathematics (New Mathematical. . 
- Library, No. 18). New York, Random 
House and L. W. Singer, 1964. (The New 
Mathematical Library became a publica- 
tion series of the Mathematical Associa- 
ation of America, Washington, D.C., in 
1975) 
Heath , T.L., History of Greek Mathe~ - 
.matics, 2vols, New York, Oxford Uni- 


versity Press, 1931. 
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十 一 、 第 一 位 数论 大 师 


习 番 图 及 其 《算术 》 


.《 的 在 公元 250 年 ) 


数 的 研究 有 两 个 方面 ， 一 方面 是 探索 它们 之 间 
的 关系 ， 另 方 一 面 则 是 创造 数值 计算 的 技术 。 对 于 
吉 希 腊 人 ， 前 者 叫做 算术 ， 后 者 则 称 为 计算 技术 ， 这 
” 种 分 类 法 贯穿 了 整个 中 世纪 ， 一 直 延 续 到 十 五 世纪 
末 ， 那 时 才 出 现 了 以 算术 这 个 统一 名 称 来 论 述 这 两 
方面 数值 工作 的 课本 。 值 得 注意 的 E OK, WR 
这 个 词 ， 在 欧洲 大 陆 的 含义 与 原来 一 样 ， 而 在 英国 
和 美国 其 通常 意义 则 是 古代 计算 技术 的 同 义 词 ， 这 
两 个 国家 中 对 数值 研究 的 理论 方面 则 赋予 一 个 说 明 
性 的 名 称 ， 数 论 ， 

一 般 认 为 ， 数 论 的 发 展 是 毕 达 哥 拉 斯 及 其 门人 
率先 走出 了 头 几 步 ， 起 了 推动 作用 ， 这 是 与 “ 毕 达 
哥 拉 斯 哥 老 会 > 奉行 的 正 整数 左右 宇宙 的 暂 学 相 畏 
相 成 的 。 他 们 的 工作 大 部 分 成 为 后 世 数 学 神秘 主义 
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柏拉图 主义 O 哲 学 家 艾 阿 姆 布 里 克 斯 就 把 互 亲 数 或 
相好 数 的 发 现 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 、 两 个 正 整 数 称 为 
互 亲 数 ， 如 果 每 一 个 都 是 另 一 个 全 体 RAT M, 
例如 ， 毕 达 哥 拉 斯 就 发 现 284 与 220 这 一 对 效 是 互 亲 
数 ， 因 为 220 的 真 因 子 是 1，2，4，5，1i0， 
li, 20, 22, 44, 55%110, 其 和 A284, M28465. 
真 因子 是 1，2，4 ，71 及 142， 其 和 为 220。 这 一 
对 数 带 有 一 种 神秘 的 色彩 ， 后 来 有 一 个 迷信 说 法 
是 ， 两 个 人 如 果 佩 有 写 上 这 两 个 数字 的 护符 ， 他 们 
之 闻 就 会 保持 完美 的 友谊 。 于 是 ， 数 字 便 开始 在 魔 
术 、 巫 术 、 占 星 术 、 下 卦 算命 中 发 挥 重 要 作用 。 

在 发 现 最 初 的 这 一 对 互 亲 数 284 与 220 以 后 ， 一 
直 没 有 找到 新 的 互 亲 数 , 直到 1636 年 法 国 数论 大 师 
P.44 费 马 才 宣布 17296 与 18416 是 另 一 对 互 亲 数 。 两 
年 以 后 , 法 国 数学 家 兼 哲学 家 R, 作 卡尔 又 给 出 了 第 
三 对 互 亲 数 。 瑞士 数学 家 L. 欧 拉 对 互 亲 数 进行 了 
. 系统 的 搜索 ， 于 1747 年 列 出 了 有 30 对 互 亲 数 的 表 ， 
后 来 又 增加 到 60 多 对 .再 到 后 来 ,1866 年 一 个 十 六 岁 
的 意大利 孩子 N. 帕 格 尼 尼 @ 才 发 现 了 被 漏 掉 的 一 


D “把 柏拉图 思想 染 上 神秘 主义 色彩 的 一 种 哲学 流派， 三 世纪 
时 在 亚 历 了 由 天 港 兴 起 ， 后 来 盛行 子 古 罗马 ， 直 到 六 世纪 、 一 一 译注 
:下 整数 n 的 真 因 子 是 指 除 了 n 本 身 外 了 nn 的 所 有 正 整 数 因 于 ,注意 ,1 
是 n 的 真 凤 子 ， 真 因子 还 有 一 个 稍微 过 时 的 同义词 ， 叫做 整除 部 分 。 
一 原 注 
© 与 意大利 著名 小 提琴 家 N。 帕 格 尼 尼 《1782 一 1840) 同 名 同 
姓 ， 一 一 译注 
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对 相当 小 的 互 亲 数 1184 与 1210， 这 是 互 亲 数 历史 上 
的 一 桩 怪事 。 现 在 知道 的 互 亲 数 已 经 有 1000 对 以 上 
T. 

互 亲 数 的 概念 近代 有 某 些 推 广 。 例如， 三 个 或 
三 个 以 上 的 数组 成 的 循环 序列 ， 如 果 其 中 每 一 个 数 
的 真 因子 之 和 都 等 于 下 一 个 数 ， 则 称 为 交 好 数 串 . 数 
字 在 百 万 以 下 的 交 好 数 串 现在 只 知道 两 个 ， 其 中 一 
个 有 五 “ 节 ”， 头 一 个 数 是 12496 〈 这 是 法 国人 P。 
普 勒 发 现 的 )。 另 一 个 有 28 节 , 头 一 个 数 是 14316*。 
正好 有 三 节 的 交 好 数 串 叫做 数 笃 ， 现 在 还 不 曾 发 现 
任何 一 个 数 僵 。 

还 有 一 些 数 ， 其 特殊 性 质 也 曾 用 于 神秘 的 数字 
占卜， 叫做 完美 数 、 短 缺 数 和 盈余 数 ， 一 - 般 都 认为 是 
毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 的 。 设 表示 正 整 数 " 的 真 因 
子 之 和 ， 于 是 ， 按 照 N =a, Na RN >n m PA ， 
完美 数 ， 短 缺 数 或 盈余 数 。 例 如 ， 6 EZRA AA 
子 为 1，2，3) ，8 是 短缺 数 〈 真 因子 为 1，2， 
4), 12HRRM AAFAA, 2,3, 4, 62. 

裕 至 1952 年 ,只 知道 12 个 完美 数 ,全 都 是 偶数 ， 
头 三 个 是 6 ，28 和 496。 欧 儿 里 德 《几何 原本 》 卷 习 
最 后 一 个 命题 是 , 如 果 2"- ERS, MN! (2 1) 

。) 还 知道 一 些 由 节 交 好 数 康 ,就 涉及 百 万 以 上 的 数 了 , 一 原 注 

ax) 索 数 是 大 于 工 的 正 整数 ， 除 了 自 鼻 及 1 外 没有 其 他 正 整数 


因子， 大 于 工 的 整数 效果 不 是 素数 ， 则 称 为 合成 数 ， 例 如 7 ARE 
而 了 2 则 是 合成 数 ， 一 一 原 注 


kd 
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是 完美 数 , 欧 几 里 德 的 这 个 公式 给 出 的 完美 数 都 
是 偶数 , 欧 拉 曾经 证 明 :任何 偶 完 美 数 一 定 具 有 这 种 
形状 。 是否 存 在 奇 完美 数 的 问题 是 数论 上 一 个 著名 
的 未 得 解决 的 问题 ， 已 知 ， 奇 完美 数 不 小 于 101"。 
1952 年 ， 利 用 SWAC 数 字 计 算 机 又 发 现 了 五 个 
完美 数 ， 相 当 于 欧 几 里 德 公式 中 的 n= 521，607， 
1279，2203，2281。1957 年 , 利用 瑞典 计算 机 BESK 
发 现 了 另 一 个 完美 数 ， 相 当 于 n= 3217。1961 年 , 用 
TBM7090 计 算 机 找到 另外 两 个 完美 数 ， 相 当 于 n= 
4253 和 4423。 当 "< 5000 时 ， 没 有 其 他 的 偶 完 美 数 
了 。 现 在 已 经 发 现 n= 9689，9941，1I1213，19937， 
21701，23209 和 44497 也 都 产生 完美 数 ， 从 而 使 已 
知 完美 数 总 共 达 到 27 个 。 
近代 数学 家 对 完美 数 的 概念 进行 了 某 些 推广 。 
如 果 用 o(n) 表 示 n 的 所 有 因子 (包括 4 本 身 ) 之 和 ， 
则 为 完美 数 的 充 要 条 件 是 c(n) = an, 一般 而 言 ， 
MERMA) = tx， 这 里 # 是 自然 数 ， 则 x 是 做 
们 完美 至 。 例 如 ， 可 以 证 明 120 和 672 是 三 倍 完美 数 ， 
现在 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 多 倍 完美 数 ， 更 不 
用 说 只 是 完美 数 了 ， 也 不 知道 是 否 存 在 多 售 奇 完 类 
数 。1944 年 提出 了 过 剩 数 的 概念 ， 自然数? 称 ADS 
数 ， 如 果 对 所 有 的 k< za 有 sa(z)/a>a(E) 人 已 A 
过 剩 数 有 无 限 多 个 。 后 来 又 引进 了 一 些 与 完美 数 、 
GH, BAA KIB BAM, LPR 
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数 、 半 完美 数 以 及 怪 数 。 我 们 提 到 这 些 概 念 只 是 为 了 
说 明 十 代 的 数值 工作 如 何 激发 出 某 些 有 关 的 现代 研 
R. 


LAA A 


尽管 我 们 没有 绝对 把 所 说 ， 互 亲 数 、 完 半数 、 
短缺 数 以 及 盈余 数 都 是 起 源 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ， 伍 
所 谓 的 多 边 形 数 却 是 毕 达 哥 拉 斯 哥 老 会 的 早 期 成 员 
提出 的 , 这 一 点 看 来 是 毫 无 疑问 的 。 这 些 数 可 以 视 

， 为 菜 些 几何 构 形 中 特殊 点 的 个 数 ， 代 表 了 几何 与 算 
术 之 间 的 一 种 联系 。 图 37、38 和 39 说 明了 三 角形 数 、 
正方 形 数 、 五 边 形 数 这 些 几何 名 称 的 由 来 。 多 边 形 数 
有 很 多 美妙 的 定理 ， 可 以 利用 这 些 数 的 图 形 表 示 加 
以 简 音 证明。 例如， 考虑 
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图 39 
1 . 任何 正方 形 教 都 是 两 个 相继 的 三 角形 数 之 和 《〈 见 图 


40). 


”图 40 
o, 第 n 个 五 边 形 数 等 于 n 加 上 三 倍 的 第 n -1 个 三 角形 


A. EMD 。 


图 和 


14] 


3, 从 1 开始 ， 任 意 多 个 相继 示 数 之 和 都 是 一 个 正方 形 
数 〈 兄 图 42) 。 

RERBSR ojojo o lo. 
也 可 以 用 纯 代 数 方 
法 证 明 ， 不 过 多 边 ° SF | 2 | |” 
形 数 还 有 一 些 更 深 
刻 的 性 质 ， 要 避免 
代数 方法 的 处 理 却 O 


O o O 9 (0) 


不 是 轻而易举 的 。 o 0 O for re) 
素数 。 作 为 由 
乘法 派生 出 所 有 其 图 42 


他 整数 的 基本 构件 ， 其 历史 源远流长 ， 从 古 希腊 时 
， 代 一 直 持 续 至 今 。 欧 儿 里 德 在 其 《几何 原本 卷 辟 命 
题 20 中 证 明 ， 素数 有 无 限 多 个 。 这 个 定理 有 一 个 绝 
妙 的 推广 ， 是 P.G.L. 狄 里 希 利 〈1805 一 1859) 建 
立 的 ， 他 成 功 地 证 明 ， 若 “与 ! 互 素 ， 则 等 差 数 列 ， 
a, atd, a+2d, at+3d, * l 
. 合 有 无 限 多 个 素数 ， 这 个 结果 的 证 明 很 不 简单 ， 
次 今 发 现 的 有 关 素 数 最 令 人 惊叹 的 结果 ， 大 概 
要 算 所 谓 的 案 数 定理 了 。 设 如 表示 小 于 正 整数 "的 素 
We RADM: MERMA M, 
CAnlogen)/n | 
趋 于 1, 换言之 , 头 ?个 正 整数 中 素数 的 密度 4r/z 近 似 
于 1/logen， 近 似 精度 随 * 增 大 而 改进 。 这 个 定理 是 
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C.F. 高 斯 (1777—1855) .十 五 岁 时 检查 一 张大 素 
数 表 而 提出 的 猜想 ， 后 来 分 别 由 法 国 数学 家 了. 阿达 
玛 和 比利时 数学 家 C.J.de la V, MAA IIE H. 

篇 幅 浩 繁 的 因子 表 是 研究 素数 的 无 价 之 宝 。 截 
至 24000 为 止 的 所 有 数 的 因子 表 是 ]. 了 H, 授 恩 于 1659， 
年 发 表 的 ， 作 为 一 本 代数 书 的 附录 。1668 年 ， 英 国 
BOT, 佩 尔 把 这 份 表 扩 充 到 100 000. 由 于 德国 数学 家 
J. 旦 , 兰 贝 尔 特 的 呼吁 ， 维 也 纳 一 位 叫做 人 A: 费 尔 饥 . 
尔 的 中 学 教师 算出 了 一 份 篇 幅 浩 繁 的 因子 表 ， 头 一 
卷 列 出 了 直到 408, 000 的 所 有 各 数 的 AT, T1776 
年 由 奥地利 皇室 财 库 筹资 出 版 ， 可 惜 时 乖 命 蹇 ， 
该 卷 的 订户 极 少 ， 财 库 只 好 把 几乎 整个 一 版 自行 收 
回 ， 用 纸 来 造 弹 光 ， 在 与 土耳其 人 交战 中 派 了 用 
m. thia, DRAH. ARR, MAR Hr 
赖 式 尔 以 及 心算 敏捷 的 达 斯 等 人 通力 合作 ， 编 了 一 
份 因子 表 ， 赛 括 了 直到 一 千 万 的 各 数 ， 分 十 卷 出 
版 。 可 是 ， 布 拉 格 大 学 J"P" 库 里 克 《1773-1863) 
计算 的 因子 表 塔 称 出 类 拨 蕉 ， 讼 括 了 直到 一 亿 的 所 
有 的 数 ， 这 是 他 二 十 年 惨淡 经 营 的 结果 ， 不 过 仍然 
是 一 份 未 曾 出 版 的 手稿 。 最 有 用 的 因子 表 是 美国 数 
学 家 D.N. 雷 默 尔 〈1867-1938) 编 的 ， 这 是 一 份 编 
排 巧妙 的 单 卷 本 因子 表 ， 赛 括 了 直到 一 千 万 的 数 ， 
雷 默 尔 曾经 指出 ， 库 里 克 的 表 有 错 ， 

素数 有 许多 没有 解决 的 问题 ， 足 够 写 满 一 本 专 
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门 的 小 册子 。 例 如 ， 是 否 有 无 限 多 个 形 如 sa2+ 1 的 
素数 ? 在 4 与 (n+ 1) ?之 间 是 否 总 有 一 个 素数 ? 
自 某 点 以 后 是 否 任何 整数 "都 是 一 个 平方 数 或 者 是 
一 个 素数 与 一 个 平方 数 之 和 ? 是 否 有 无 限 多 PRS 
KÉ, BEM” + 1 的 素数 ? 
作为 受到 十 希腊 人 注意 的 另 一 种 数组 ， 我 们 可 
以 兴 出 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 这 是 指正 整数 的 三 数组 
(a, b, c) ， 使 得 a* +b? =c’, 由 此 H w, a, b,c 
可 以 作为 一 个 直角 三 角形 的 色 、 股 。 弦 之 长 ， 这 种 
直角 三 角形 也 叫做 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 。 例 如 ，〈 3， 
4, 5) (5, 12, 13). 都 是 毕 达 哥 拉 斯 三 数 
组 ， 给 出 3-4-5 与 5~12-18 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 . 
现 已 发 现 ， 汪 巴比伦 人 早 在 公元 前 1600 年 就 知道 求 
毕 达 哥 拉 斯 三 数组 的 方法 了 。 饮 今 已 经 对 这 种 三 数 
组 开展 了 广泛 的 研究 工作 。 

数学 史上 有 一 位 出 类 拔 华 的 人 物 ， 很 可 能 是 数 
论 领域 中 第 一 个 真正 的 天 才 ， 他 的 一 件 著作 兽 对 后 
世 的 欧洲 数论 家 产生 深远 的 影响 ， 所 以 这 件 著作 当 
然 就 可 以 算是 一 件 “ 数 学 史 普 华 ”。 这 个 人 就 是 亚 
历 出 大 港 的 刁 番 图 , 所 说 的 著作 就 是 名 落 《算术 》， 
虽然 有 些微 弱 的 证 据说 明 刁 番 图 是 公元 第 一 世纪 的 
人 ， 但 大 多 数 吕 家 倾向 于 认为 他 是 第 三 世纪 的 人 。 
关于 他 的 个 人 生活 ， 除 了 知道 他 兽 在 亚历山大 港 名 
焉 一 时 之 外 ， 别 的 就 不 知道 什么 确切 的 事实 了 ， 
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刁 番 图 写 过 三 种 数学 著作 :， 《算术 》， 原著 十 
三 卷 ， 现 存 其 中 六 卷 ，《 论 多 边 形 数 》， 现 在 只 留 
下 残 篇 断 篇 ， 《不 定 命题 论 》， 已 经 散 供 无 存 ， 
《算术 》 是 一 部 极 富 创造 性 的 巨著 ， 是 用 分 析 
方法 处 理 代数 数论 问题 ， 表 明 作者 是 该 领域 内 一 位 
技艺 纯熟 的 大 师 ， 这 部 著作 曾经 多 人 评注 ， 锐 宙 蒙 
塔 纳 斯 在 1463 年 呼吁 把 现存 的 希腊 文本 译 为 拉丁 
文 。 这 个 艰巨 的 任务 于 1575 年 由 率 兰 德尔 〈 这 是 海 
德 堡 大 学 教授 W, 填 尔 兹 曼 所 用 的 希腊 和 名字》 担负 
起 来 ， 他 的 译本 很 有 价值 ， 同 时 还 附 有 重要 的 评 
注 。 宰 兰 德 尔 的 译本 后 来 得 到 法 国人 B. 德 梅 兹 里 
亚 克 的 采用 ， 他 于 1621 年 出 版 了 第 一 版 希腊 原文 与 
拉丁 译文 及 注释 的 对 照 本 。 德 梅 效 里 亚 克 详 本 的 
第 二 版 是 1670 年 出 版 的 ， 可 惜 印刷 粗糙 ， 不 过 却 共 
有 特别 重要 的 历史 意义 ， 因 为 这 一 版 在 正文 中 还 编 
入 了 P,de 费 马 的 著名 汶 注 0 ， 从 此 数论 的 研究 领域 
广 为 开 拓 。 后 来 ，《 算 术 》 的 法 文 、 德 文 和 英文 译 
本 也 相继 出 版 。 oO . 
CER) 的 现存 部 分 是 讨论 130 来 个 各 式 各 样 
的 问题 的 解法 ， 归 结 为 一 次 或 二 次 方程 ， 还 有 一 个 


O 大 约 在 1637 年 左右 费 马 镍 一 次 阅读 刁 盔 图 的 《算术 》， 一 
般 认 为 ,这 些 拉丁 文 旁 注 就 是 当时 写 下 的 ,后 来 由 他 的 儿子 S.de 费 马 
WAR, ER ERD FRR, Bs “AB CE RD E 
释 ? ， 一 共 48 条 ， 其 中 第 二 条 是 写 在 《算术 》 译本 卷 工 问题 8 的 页 
边 空白 处 的 ， 内 容 就 是 后 来 所 襄 的 费 马 定理 .一 一 详 E 
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很 特别 的 三 次 方程 的 解法 。 第 一 卷 论述 一 个 未 知 数 
的 确定 方程 ， 其 他 各 卷 则 论述 两 个 及 三 个 未 知 数 的 
二 次 不 定 方程 。 引 人 注目 之 处 是 缺乏 一 般 的 方法 ， 
而 是 针对 各 个 具体 问题 的 需要 想 出 巧妙 的 数学 解 
法 。 刁 番 图 只 承认 正 有 理 数 解 ， 而 且 往 往 满足 于 一 
个 问题 有 一 个 解答 即 可 ， 虽 然 可 能 存在 很 多 不 同 的 
解答 。 。 
《算术 》 中 也 提出 了 一 些 深刻 的 数论 定理 。 例 

如 ， 我 们 发 现 其 中 有 引用 《不 定 命题 论 》 而 未 予 证 
明 的 一 个 结果 ， 两 个 有 理 数 立 方 之 差 也 是 两 个 有 理 
数 立方 之 和 。 这 个 问题 后 来 得 到 F, 维 埃 特 、B' 德 
梅 效 里 亚 克 以 及 P. de 次 马 等 人 的 研究 。 还 有 许多 
命题 涉及 把 数 表 为 两 个 、 三 个 或 四 个 平方 之 和 的 问 
题 ， 这 个 研究 领域 后 来 由 P. de 费 马 、L: 欧 拉 以 及 
J].L. 拉 格 朗 日 等 人 完成 。 现 在 把 《算术 》 中 的 虎 
个 问题 肪 列 出 来 也 许 是 有 意思 的 ， 这 些 问 题 都 很 有 
趣 ， 有 很 多 并 不 容易 解决 。 必 须 记 住 ，“ 数 ”都 是 
指 “ 正 有 理 数 ”。 

卷 了 问题 17*， 求 四 个 数 ， 已 知 其 中 任 何 三 个 
之 和 ， 例 如 ，22，24，27，20。 

着 工 问题 28， 求 两 个 平方 数 ， 使 得 其 乘积 加 上 
其 中 任何 一 个 后 仍然 是 平方 数 。〔 刁 番 图 的 答案 是 

。 问题 的 编号 遵 照 T.L，Heath 的 《Diophantus of Ale- 
Xandria》 一 书 第 二 版 中 安排 的 次 序 .一 一 原 注 
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(3/14)”， (7/24), J 

卷 下 问题 6 ， 求 三 个 数 ， 使 得 其 和 为 一 平方 
数 ， 而 且 其 中 任何 两 个 之 和 也 是 平方 数 。 ABA 
”的 答案 是 80，320，41。》 
卷 下 问题 7 ， 求 三 个 数 ， 成 等 差 数 列 ， 并 且 任 


何 两 个 之 和 都 是 平方 数 。 〈 刁 番 图 的 答案 是 120-， 
1 1 
840-5 1560-5 ) 


卷 下 问题 13， 求 三 个 数 ， 使 得 任何 两 个 之 和 加 
上 第 三 个 都 是 一 个 平方 数 。 

卷 丰 问 题 15。 求 三 个 数 ， 使 得 任何 两 个 之 积 加 
上 此 二 数 之 和 都 是 一 个 平方 数 。 

卷 玉 问题 10， ROH, HORT HSH 
之 和 。 ABANSRES/7, 8/7. 

a Reta, MERSO AHI 
何 两 个 之 差 都 是 一 个 平方 数 。 ( 刁 番 图 的 管 案 是 
81/7, 144/7, 256/7.) 

BUG 1, RARE AB, HRE 
勾 与 股 都 是 一 个 立方 数 。 〈 刁 盔 图 的 答案 是 40, 96, 
104。》 

卷 贡 问题 16， 求 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ， 使 得 一 个 
锐角 平分 线 之 长 为 有 理 数 ， 

只 要 求 有 理 数 解 的 不 定 代数 问题 称 AIRE 
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题 ， 其 实 ， 这 个 术语 的 现代 用 法 通常 是 只 限于 整数 
解 。 开 创 这 种 问题 的 人 并 不 是 刁 番 图 ， 但 刁 番 图 的 
确 掌握 了 处 理 这 种 问题 的 非凡 才能 ， 这 样 说 才 是 从 
如 其 分 的 。 

作为 本 讲 的 结束 语 ， 让 我 们 再 就 大 概 已 是 最 车 
名 的 一 个 刁 番 图 问题 略 说 一 二 ， 《算术 》 卷 工 问题 
8 说 ，“ 把 已 知 平方 数 分 为 两 个 平方 数 之 和 。?” OH 
马 在 德 梅 效 里 亚 克 《 算 术 》 译 本 中 草草 记 下 了 叫 人 
DR FGA BIRR, “AT BOR AT ES 
个 立方 数 之 和 ， 四 次 方 也 不 可 能 表 为 两 个 四 次 方 之 
和 , 一 般 说 来 , 指数 大 于 2 的 任何 方 赛 不 可 能 表 为 两 
个 同样 方 寒 之 和 。 我 对 这 个 命题 确实 已 经 找到 一 个 
极 妙 的 证 明 ， 但 是 这 段 空 白 太 窗 了 ， 写 不 下 来 。? 
换 句 话说 ， 费 马 声称 已 经 证 明 ， 不 存在 正 整数 xj; y, z, 
n 使 得 x* + 如 =zn, 这 里 n>>2. 这 个 命题 就 是 所 谓 的 费 马 
KERO RIETS Hi 掌握 了 一 个 有 效 的 证 明 ， 
这 大 概 永远 都 是 一 个 谜 了 。 自 费 马 以 来 的 许多 最 杰 
出 的 数学 家 都 不 遗 余力 地 搞 过 这 个 问题 ， 但 对 一 般 


®© Fermatrs last theorem, 是 我 们 通称 的 费 马 大 定理 ,而 原 
文 实 义 是 指 “ 费 马 最 后 的 定理 ”， HM Edwards# 3t «Fermats! 
Last Theorem》 一 书 中 指出 : 这 个 名 称 的 由 来 不 详 ， 现 在 并 不 清楚 
费 马 是 什么 时 候 写 下 他 的 旁 注 的 ， 但 一 般 认为 是 他 第 一 次 阅读 《 算 
术 》 一 书 时 写 下 的 ， 当 时 距 他 逝世 还 有 三 十 年 ， 所 以 肯定 不 能 算是 
最 后 的 定理 ，Fqvwards 技 着 提出 一 个 新 的 解释 ， 他 认为 这 个 名 称 的 
由 来 ， 很 可 能 是 费 马 提出 的 许多 未 获 证 明 的 命题 中 ， 这 是 最 后 一 个 
仍然 未 获 证 明 的 命题 . 一 一 译注 
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的 命题 迄今 仍旧 无 可 奈何 , 费 马 对 2 = 4 的 情形 在 别 
处 给 了 一 个 证 明 ， 欧 拉 对 n= 3 的 情形 提 出 过 一 个 
证 明 〈 后 来 由 别人 加 以 完善 》。 大 约 在 1825 年 ， 勤 
让 德 和 狄 里 希 利 各 自 独立 地 对 "= 5 的 情形 给 出 证 
明 ，1839 年 ， 拉 梅 对 4= 7 证 明了 该 定理。 德国 数 
MRE PERRI (1810-1893) 在 研究 此 问题 时 曾 获 
得 重要 进展 。1843 年 ， 库 默 尔 向 狄 里 希 利 提交 了 一 
份 他 所 谓 的 证 明 ， 狄 里 希 利 指出 了 一 个 论证 错误 ， 

然后 库 软 尔 再 接 再 厉 继 续 搞 这 个 问题 ， 儿 年 以 后 ， 

他 提出 了 高 等 代数 中 一 个 重要 的 有 关 课 题 ， 称 为 
理想 理论 ， 从 而 对 费 马 关系 式 的 无 解 性 得 到 某 些 很 
一 般 的 条 件 。 后 来 这 个 问题 的 儿 乎 所 有 的 重要 进展 
都 是 以 库 默 尔 的 研究 为 基础 的 。 现 在 已 经 知道 ， 对 
所 有 的 ?< 100, 000 以 及 "的 许多 其 他 的 特殊 值 ， 费 
马 大 “定理 ”都 确实 成 立 。1908 年 , 德国 数学 家 了 。 
沃 尔 夫 斯 克 尔 把 十 万 马克 遗赠 哥 庭 根 科学 院 ， 作 为 
对 该 “定理 ”的 第 一 个 完全 证 明 的 奖金 ， 结 果 ， 演 
名 钩 誉 、 唯 利 是 图 之 辈 提 出 的 强 词 夺 理 的 证 明 便 泛 
小 成 灾 ， 而 且 ， 自 此 以 后 ， 这 个 问题 也 就 有 点 象 三 
等 分 任意 角 和 圆 改 方 问题 一 样 ， 总 是 使 一 些 业 余 爱 
CEU. HR. RA EM’ EAR 
未 过 最 大 量 错误 证 明 的 数学 问题 也 是 替 赫 有 名 的 。 
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练习 


lie (a) 证 明 :N。 帕 格 尼 尼 发 现 的 数 1184 与 
1210 是 互 亲 数 。 
(b) T. #742 (826-901) 想 出 了 求 互 亲 数 
a Fi RN, WR 
p= (3)(20 - 1, g=(3)(2*!)- 1, 
r= (9)(222-1)》 ~ 4 
B= 7 SRS, W 2" pad 277 就 是 一 对 互 亲 数 。 试 就 4= 2 
及 ?= 4 验证 这 条 规则 。 
11*2 (a) E: 欧 几 里 德 求 完美 数 的 公式 中 
?必须 是 素数 。 
(b>) 欧 几 里 德 公式 提供 的 第 四 个 完美 数 是 
什么 ? 
(C) 证 明 完美 数 的 所 有 因子 的 倒数 之 和 等 
于 2。 
11*3 (a) E: BPH HAR, Wd AMAR. 
(+) 求 出 小 于 100 的 2 个 至 余数 。 注 囊 ， 这 
些 数 全 痢 是 偶数 ,说明 945= 33。5。7 是 盈余 数 ， 这 
是 第 一 个 闸 站 余数， 这 就 表明 盈余 数 并 不 都 是 偶 
数 


(O 证 明 ， 盈余 数 或 完美 数 的 任何 倍数 前 


11°4 (4》 列 出 头 四 个 六 边 形 数 。 
O) 证明， 第 2 个 三 角形 数 与 第 % 个 五 边 形 


Trn=n(nt+ 1)/2, Pn=n(3n- 1)/2 
(c) 对 讲演 中 所 述 多 边 形 数 的 三 个 定理 提 
出 代数 证 明 。 
(d) 长 方形 数 是 列 数 比 行 数 多 一 的 矩阵 的 元 
素 个 数 。 从 几何 上 与 代数 上 证 明 ， 头 7 个 正 偶 数 之 
和 是 一 个 长 方形 数 。 
Ce) 从 几何 上 与 代数 上 证 明 :， 任何 长 方形 
数 都 是 一 个 三 角形 数 的 二 倍 。 
| CG) 从 几 柯 上 与 代数 上 证 明 ， 任 何 三 AB 
HKG 再 加 1 都 是 一 个 正方 形 数 。 
(g) 证 明 ， 任何 偶 完 美 数 也 是 一 个 三 A 
数 。 . 
(h) 证 明 ; mi WRAP 
an? +bn, n= 1, 2, '! 
给 出 ， 其 中 0，8 是 一 对 国定 的 有 理 数 。 
O 对 于 = 7RAM Ch) 中 的 4 和 Pb。 
11*5 (4) 厄 锐 托 瑟 尼斯 《 约 在 公元 前 230 年 》 
提出 了 求 小 于 已 知 数 4 的 所 有 素数 的 办 法 ， 称 为 第 
法 ， 因 而 是 算数 史上 的 知名 人 物 。 从 3 开始 ， 按 顺 
REP DPA APR, RCE YP 的 合 
成 数 用 下 述 办 法 得 掉 ， 自 3 以 下 每 陋 两 个 数 划 掉 一 
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个 ， 然 后 再 从 下 一 个 保留 的 数 5 开 始 每 隔 四 个 
数 划 掉 一 个 ， 接 着 再 从 下 一 个 保留 的 数 7 开始 每 也 
六 个 数 划 掉 一 个 ， 然 后 再 从 下 一 个 保留 的 数 11 开 始 
每 隔 十 个 数 划 掉 一 个 ， 继 此 以 推 。 在 这 个 过 程 中 有 
些 数 可 能 要 划 掉 不 止 一 次 。 最 后 ， 所 有 保留 的 数 再 
添上 数 2 就 构成 小 于 7 的 素数 表 。 
dE JE RBM HER OOO FT 的 所 有 

ER. 

(b) 证 明 ， 正 整数 力 的 任何 素 因子 如 果 都 大 
于 平方 不 超过 p 的 最 大 整数 ， 则 为 素数 。 由 此 可 
见 ， 在 龙 锐 托 瑟 尼斯 第 法 的 消去 过 程 中 ， 只 要 我 们 
达到 一 个 素数 办 > nn， 这 个 过 程 就 不 必 再 继续 下 
去 了 ， 因 为 自力 以 后 每 隔 p 一 1 个 数 划 掉 一 个 数 不 过 
是 重复 划 掉 已 经 划 掉 的 那些 数 轩 了。 例如 ， 求 小 于 
500 的 所 有 素数 时 ， 如 果 我 们 已 经 进行 到 自 19 以 下 
每 隔 十 八 数 划 掉 一 个 ， 就 不 必 再 继续 进行 了 ， 因 为 
下 一 个 素数 23 大 于 wW 500 。 

(c) at F n=500, 10° A 10° 计算 (4n 
logen)/n, 

(Cd) E: Rieni gk, ATAR ENA 
相继 的 合成 数 。 

11.6 (a) 证 明 ; 对 于 任何 正 整数 m， 下面 这 
三 个 数 
2m, m?— 1, m?+1 
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构成 举 达 哥 拉 斯 三 数组 。 据 信 ， 上 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 
知道 这 个 事实 的 。 

O) 证 明 。 不 存在 边 长 为 整数 的 FAA 
三 角形 

O 证 明 ; 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 中 一 个 整数 
不 可 能 是 另外 两 个 整数 的 比例 中 项 。 

《d) 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 称 为 原始 举 达 哥 拉 斯 
三 数组 ， 如 果 其 中 三 个 数 没有 大 于 1 的 公 因 子 。 例 
de, (3,4,5) 是 原始 三 数组 ， 而 6,8,10 WA 
A. THER, 原始 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 CG, b, c) 
具有 参数 表示 

a= 2uy, bau? —v?, cou? +’, 
Hpubva#e, ~A, —PAFHK, H u> 
y。 例 如 ， 著 4=2，V7V=1， 则 得 到 原始 三 数组 4Q= 4， 
= 3，Cc= 5, 试 求 出 16 个 原始 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 (2， 
b, © ， 使 得 gb 是 偶数 ，c<100。 再 证 明正 好 有 100 
个 不 同 的 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 Ca, b, O, RR EK 
100。 

(O 证明， 如果 (a, a+1, c) 是 毕 达 哥 拉 
斯 三 数组 ， 则 

(3a+2c+1, 3a+2c+2, 4a+3c+2) 
也 是 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 。 由 此 可 见 ， 如 果 给 了 一 个 
毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 其 匀 股 是 相继 的 自然 数 ， 则 可 
以 由 此 得 到 另 一 个 这 祥 的 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 其 各 
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UPK” 

N 从 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 (8,4,5) BR, 
求 出 另外 五 个 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 其 句 股 是 相继 的 
自然 数 ， 而 诸 边 则 逐次 增 大 。 ~、 

(g) 证 明 ， 对 于 任何 自然 数 4>>2, 存 在 一 个 
毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 使 得 一 条 直角 边 荨 于 mr。 

Ch) 证 明 ， 只 存在 有 限 多 个 毕 达 哥 拉 斯 三 
数组 ， 具 有 已 各 的 直角 边 a。 
11.7。(@) 解 《 算 术 》 卷 了 问题 17。 

O 在 直角 三 角形 4BC 中 ，C 为 直角 顶点 ， 
AD#3 fA, AB, AD, AC, BD, DCZ KHER 
小 整数 组 ， 使 得 DC:C4:4D- 3:4:5， 由 此 求解 
KARY KUHA 

O 著 m 是 任何 正 整数 ， 

x=m?°, y= (m+1)?,z=2(x+y+ 1), 
证 明 ; 下 列 六 个 数 

XYy+X+Y, YZ+Y+RZ, ZX+Z2+X, 

XYZ, YFrxX, ZX+Y l 
全 都 是 正方 形 数 ， 由 此 说 明 这 就 解决 了 《算术 3》 卷 夏 
的 问题 13 和 15。 

Cd) +r Ri A BERG SRARAM 
提出 一 个 谜语 : “我 在 X2 年 时 曾经 有 X 岁 。2 请 说 出 
德 摩根 的 生年 。 

11°8 古 印 度 人 解决 了 求 线性 不 完 方程 ax+ 
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by = c 的 所 有 整数 解 的 问题 ， 这 里 0， b,c 都 是 整数 。 
(a) Hax+by=cH MRM, iH, a 5b 的 
最 大 公约 数 是 5 的 因子 。 〈 由 此 可 见 ， 不 失 一 般 性 可 
以 假设 4 与 5 互 素 。) 
HO 若 O y1) Rant by= 5 的 整数 解 , 这 里 
0 与 8 互 素 ， 证 明 :， 所 有 的 整数 解 可 以 表 为 vax, + 
mb, y=y,- ma, EMAI. 《由 此 可 见 ， 
只 要 找到 一 个 整数 解 ， 就 知道 所 有 的 整数 解 。》 
CO 求 7*+16y= 209 的 所 有 正 整数 解 。 
(d) K23x+37y = 3000 的 所 有 下 整数 解 。 
Ce) 用 10 分 和 25 分 的 硬币 @ 支付 5 美元 的 总 
额 可 以 有 几 种 方式 ? 
11.9 对 下 述 马 哈 维 拉 《 约 在 850 年 ) 不 定 问 
题 求 出 最 小 的 答案 ， AEPA, SERS 心 花 
Bik, HMM. JAHA, CAKE Rs ARR 
RK, Retro, DHE, SHRM, HARM, 
fw, PASE. BHAT, Hw, Sa 
HE, RUSH, SRK, AERA. ERA 
$, KTS, 各 堆 均等 ， 另 有 七 枚 。 二 十 七 客 ， 
均 分 无 余 ; 一 推荐 果 ， 告 我 几 枚 。?” 
11-10 (D ER; BRK SK “AW”, 
RMS EER RIOIWwT. 


@ ”美国 和 加 拿 大 有 这 种 硬币 。 一 一 送 注 
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O REE DK “RO” RE, eR 
?是 大 于 2 的 正 整 数 ， 则 曲线 Mt+gm=1l1 上 除了 与 
坐标 轴 的 交点 外 ， 任 何 一 点 的 坐标 不 能 都 是 有 理 
数 。 

O DÉEN: KRUGA A M 
面积 不 可 能 是 正方 形 数 。 试 据 此 证 明 ; Fix- yt 
=z RA ERR, Y, 2G ain = 4 的 情形 证 
WR RAK RE”. 


进一步 的 读物 
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Sierpinski, Waclaw, Pythagorean Triangles, 
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十 二 、 代 数 的 简写 记 法 


代数 符号 体系 的 开端 
《 约 罕 公 元 250 年 ) 


中 学 生 总 是 觉得 几何 与 代数 对 比 鲜 明 ， 代数 是 
一 门 高 度 符号 化 的 数学 研究 领域 ， 形 形 色色 的 符号 
链 次 彬 比 ，+ ，- ，x，+ 的 记号 ， 表 示 未 知 量 的 
x，y，z， 表 示 定 量 的 4，b，c， 表 示 归 并 的 各 种 记 
号 〈 图 括号 、 方 括号 、 花 括号 ) ， 还 有 指数 记号 、 
Fi. BS. SS. BRS. HAIR. wk 
记号 ， 等 等 。 可 是 ， 中 学 生 很 少 知 道 ， 这 整个 的 符 
号 体系 却 只 有 四 百 来 年 的 历史 ， 实 际 上 ， 大 多 数 符 
号 要 说 有 四 百年 还 差 一 大 截 呢 。 

G. H., FF。 内 索 曼 于 1842 年 首先 说 明了 代数 
符号 体系 演变 史 的 三 个 阶段 ， 最 初 是 文字 代数 , 解 题 
不 用 简写 记 法 ， 也 不 用 任何 符号 ， 而 是 用 地 道 的 散 
文 形式 写成 ， 然 后 就 是 简写 代数 ， 采 用 速记 符 号 # 
示 某 些 经 常 出 现 的 量 、 关 系 以 及 运算 ， 最 后 一 个 阶 
段 是 符号 代数 , 解 题 主 要 表现 为 由 符号 组 成 的 一 种 数 
学 速记 ， 这 些 符号 与 它们 代表 的 实际 内 容 和 意义 并 
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无 显而易见 的 联系 。 

在 亚历山大 港 人 刁 番 图 的 时 代 (公元 250 年 ?) 
以 前 ， 整 个 代数 都 是 文字 代数 ， 这 样 说 大 概 是 相当 
正确 的 。 刁 番 图 对 代数 发 展 的 一 个 重要 贡献 就 是 他 
对 希腊 代 数 的 简写 记 法 。 不 过 ， 必 须 承 认 ， 在 世界 
其 他 地 方 ， 除 了 下 面 要 说 到 的 印度 以 外 ， 文 字 代数 
还 相当 普遍 地 持续 了 好 几 百 年 。 尤 其 是 西欧 ， 在 十 
五 世纪 以 前 ， 基 本 上 都 是 文字 代数 ， 直 到 后 来 才 开 
” 始 有 一 些 零星 的 简写 记 法 。 符 号 代数 是 十 六 世纪 才 
开始 在 西欧 出 现 的 ， 但 发 展 缓慢 ， 直 到 十 七 世纪 中 
时 才 广泛 流行 。 

十 希 腊 代 数 最 好 的 原始 材料 也 许 要 算是 一 本 叫 
做 《 帕 拉 索 因 文 苑 》 或 《希腊 文 粹 》 的 集 子 ， 那 是 
公元 500 年 左右 由 语法 学 家 梅 特 洛 多 拉 斯 搜集 的 46 
个 数值 问题 ， 以 贷 语 警句 的 形式 提出 。 其 中 有 些 问 
题 很 可 能 是 编者 自己 的 创作 ， 但 是 有 种 种 理由 相 
信 ， 大 多 数 问 题 的 起 源 要 古老 得 多 。 这 些 问题 ， 其 
意图 显然 是 智力 游戏 ,具有 柏拉图 〈 约 在 公元 前 400 
年 提 到 的 一 种 类 型 ， 很 象 《莱恩 德 古书 》 ( 约 在 
公元 前 1650 年 ) 中 见 到 的 一 些 问题 。 有 一 半 的 问题 
归结 为 一 个 未 知 量 的 一 个 线性 方程 ,有 十 来 个 归结 
为 两 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ， 有 一 个 问题 归结 为 三 
个 未 知 量 的 三 个 线性 方程 ， 还 有 一 问题 归结 为 四 个 
未 知 量 的 四 个 线性 方程 ， 有 两 个 不 定 线性 方程 的 例 
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学 。 有 很 多 问题 非常 象 我 们 目前 代数 课本 中 见 到 的 
一 些 标准 形式 的 问题 ， 例 如 ，“ 分 配 ” 问 题 ，“ 工 
作 ” 问 题 ，“ 水 池 ” 问题 ，“ 混 合 ” 问题 , “年 龄 ? 
”问题 ， 等 等 。 一 般 说 来 ， 这 些 问题 用 现代 的 代数 符 
号 体系 来 处 理 没有 什么 困难 ， 但 是 必须 承认 ， 文 字 
解答 则 版 费 心 恩 。 谁 要 是 不 信 ， 可 以 试 手 对 下 列 从 
《 帕 拉 素 因 文 范 》 中 随便 选 出 的 例子 给 以 纯 用 文字 
表达 的 解答 ， 

.1。 (分 配 问 题 》 六 人 分 果 ， 甲 取 三 分 之 一 ， 乙 
取 八 分 之 一 ， 丙 取 四 分 之 一 , 丁 取 五 分 之 一 , 成 取 十 
_ 救 ， 尚 余 一 校 归 己 。 问 总 数 若干? 

2。 GERAD SHRUBS, Hee FE 
高 寿 之 四 分 之 一 ， 其 青年 占 五 分 之 一 ， 成 年 占 三 分 
之 一 ， 及 至 老年 ， 今 已 度 过 十 三 载 侨 。 问 其 寿 高 几 
何 ? 

3. (THEID He, RARE, SH 
万 里 无 云 ， 余 不 需 多 砖 ， 仅 缺 三 百 之 数 。 独 劳 一 日 ， 
汝 可 得 此 数 ， 汝 子 则 得 二 百 ， 汝 婿 可 得 二 百 五 十 。 
汝 等 通力 合作 ， 几 日 当 可 竣工 ? 

4. (水 池 问 题 ) ATR I MUIR BE, 
右 脚面 为 喷 水 口 。 祭 之 右 腿 两 日 (一 日 为 十 二 时 
. 展 ) 注 满 一 负 ， 左 眼 需 三 日 ， 右 屠 则 需 四 日 ， 余 之 
嘴 仅 需 六 时 即 可 注 满 。 此 四 口 同时 注水 ， 请 告 几时 
可 满 ? 
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5. (混合 问 题 )》 以 金 、 钢 、 锡 、 铁 制作 王冠 ， 

重 六 十 迈 纳 @ ， 金 与 铜 占 其 三 分 之 二 ， 金 与 锡 占 轩 
分 之 三 ， 金 与 铁 占 五 分 之 三 。 试 求 所 需 金 铜 锡 铁 之 
E. v 
刁 番 图 的 《算术 》 之 所 以 应 该 算是 一 什 “数学 
史 善 华 ”， 不 仅 是 因为 前 讲 所 述 它 那 引 人 注目 而 影 
响 深 远 的 算术 内 容 ， 而 且 也 因为 如 下 所 述 这 部 著作 
中 含有 代数 记 法 的 萌芽 。 这 些 原始 的 记号 具有 速记 
上 的 简写 性 质 。 

《算术 》 中 可 以 找到 一 些 简写 记号 ， ERRAI 
A, KARRAAKHHE. MS. 等 号 以 及 倒 
数 。 英 语词 arithmetic AR 就 是 来 自 希腊 语 的 单 
词 arithmetike， 这 是 一 个 复合 词 , 其 词素 arith 
mos 表 示 “ 数 ”, 而 techne 表 示 “ 技 术 ” 。T。L. 黑 
琶 曾 经 指出 ， 刁 番 图 表示 未 知 量 的 记号 大 概 是 把 
arithmos 这 个 词 的 头 两 个 希腊 字母 c 和 2 合并 而 成 ， 
这 是 相当 令 人 信服 的 。 这 个 记号 最 后 变 成 象 是 希腊 
文 结尾 的 Z 即 s 的 样子 ,尽管 这 是 猜测 ,但 表示 未 知 量 
方 界 的 记号 ， 其 意义 却 是 无 可 怀疑 的 。 例 如 ，“ 未 
MERTI” WAA, BERR HR BARN 
ATNAMIZ 的 头 两 个 字母 。 其 次 ，“ 未 知 量 的 立方 ” 
记 为 K'， 这 是 表示 “立方 ”的 希腊 词 KIBOZ 的 头 


@ 十 蒂 腊 及 埃及 衡量 单位 ， 约 合 177.2 克 。 一 一 译注 
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画 个 字母 。 于是， 未 知 量 的 以 后 几 个 方 赛 就 容易 解 
RT: AA (平方 平方 ,AK' (平方 立方 ) ，K'K 
(立方 立方 ) 。 刁 番 图 的 “ 减 号 ” 象 是 颠倒 的 『 中 
局 画 条 角 平 分 线 ， 这 可 以 解释 为 4 和 I 合并 而 成 这 
是 表示 “短缺 ”的 希腊 词 4BIEIZ 中 两 个 字母 , 相 加 
就 把 记号 并 列 在 一 起 ， 一 个 表达 式 中 所 有 的 负 项 集 
中 在 一 起 ， 前 面 冠 以 减 号 。 未知数 的 任何 方 宕 的 系 
数 是 把 相应 的 希腊 字母 数字 放 在 该 方 赛 记 号 的 后 
面 。 如 果 有 常数 项 ， 则 用 表示 “单位 ” aR 
MONA4AEZ 的 简写 前 ， 再 把 相应 的 系数 放 在 后 夯 。 


希腊 字母 数字 如 下 ， 

1 a 阿尔 发 10 + RRB 100 P 乘 

2 B 贝塔 2 xk #£ M 200 o BZ 

3 y Mm % 30 入 拉 姆 达 300 t 托 

4 8 德尔 塔 40 kh B mo v LERLE 

5 & fee 50 v 组 500 po OR 

$ 已 废弃 的 60 E w Æ 600 x Bl 
bma 70 0 Kax 70 p WH 

7 È RRE 80 a 派 800 o Kæ 

8 n E R 90 已 废弃 的 90 已 废弃 的 

9 8 ZR a 四 萨 姆 派 

这 些 数字 符号 的 用 法 例如 有 


1Z=ty, 31=Aa, 742= ub, 
HELE “RAR” MRE” 则 可 以 表示 更 大 的 数 ， 
已 废弃 的 字母 迪 伽 马 、 害 帕 、 萨 姆 派 分 别 如 图 43 
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9 Q A 
图 43 . 
所 示 @ 。 
有 了 上 面 的 数字 符号 和 简写 记 法 ， 就 可 以 拒 

Xs+13x2+8x 5 x? - 8r? +2x-3 

BA 
K'aA'tysn  K'asBA Amy, 
照 字 面 读 作 

“未 知 数 立 方 1 ， 未 知 数 平方 13， 未 知 数 8 ”与 
“ (未 知 数 立方 1 ， 未 知 数 2 ) 减 (未 知 数 平方 8， 
单位 3)”。 文 字 代数 最 初 就 是 这 样 变 成 简写 代数 
的 ， 这 是 一 件 “ 数 学 史 普 华 ”. 

本 讲 开 头 曾 经 指出 ， 印 度 人 也 有 他 们 的 简写 代 
A. 和 刁 番 图 一 样 , 相 加 由 并 列表 示 ， 相 减 就 在 被 减 
项 上 方 打 一 个 小 圆 点 ， 相 乘 是 在 所 有 的 因子 后 面 写 
上 bha@ (这 是 表示 “乘积 "的 词 bhavita 的 第 一 音 
节 ) ， 相 除 是 把 除数 写 在 被 除数 下 面 ， 平方根 则 是 
在 该 量 前 面 写 上 ka ( 取 自 表示 “无 理 数 ” 的 词 ka- 
rana); 布 授 马 十 普 塔 (七 世纪 人 〉 把 未 知 量 记 为 


O ”图 43 中 第 一 字母 不 是 迪 饱 马 的 写法 ， 而 是 在 词尾 的 写法 . 
“AMRES MEI” ES, 所 以 形 如 英语 字母 表 第 六 字母 
aR? 。 一 一 译注 

© 读 作 《“ 巴 ”。 一 一 译注 
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yo ( 取 自 表示 “同样 多 ”的 词 yavattavat) ;已 知 
整数 是 在 前 面 冠 以 ru 《 取 自 表示 “绝对 数 ”的 词 
rupa)， 其 他 的 未 知 量 则 以 表示 各 种 颜色 的 词 的 第 | 
一 音节 来 表示 ,例如 第 二 个 未 知 量 则 可 能 记 为 ke 
( 取 自 表示 “黑色 ”的 词 kalaka) 。 因 此 ， 
8xy + M10-7 
就 可 能 记 为 
yakagbhakal0ru 7, 

十 五 世纪 来 、 十 六 世纪 初 ， 有 些 意大利 数学 家 
也 在 他 们 的 代数 中 引进 了 一 点 简写 记 法 ， 例 如 工 . WA 
EE (1445-1509) 在 其 《算术 概要 》 (3494 年 ) 
一 书 中 使 用 了 下 列 简 写 记 法 ，p REER “BZ” 
iden) 表示 相 加 ，m( 取 自 表示 “ 少 ” 的 词 meno) 
表示 相 R co ( 取 自 表示 “ 事 物 ” 的 词 cosa) 表 
示 未 知 量 x，ce( 取 自 censo® ) 表 示 x?*,cu GRA 
cubo@) 表 示 xs，cece( 取 自 ceaso-censo) 表示 X 
相等 有 时 记 为 ae 〈 取 自 aedualis@@) 。 

于 是 ， 代 数 发 展 到 符号 阶段 的 时 机 成 熟 了 。 例 
如 ，R。 锐 柯 德 (41510-15583) 在 其 (AZ 
刀 石 》 一 书 (1557 年 》 中 给 出 了 我 们 现在 使 用 的 符 


@ BANE, BH AB”, “AR. “RE? , SANA 
直接 联系 ,一 一 译注 

© BAH, RH “UA” .原文 为 cupa， 避 大利 语 无 此 词 ， 
一 一 译注 

© 拉丁 文 ， 相等 .一 一 译注 
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号 “=» 。 锐 柯 德 说 明了 他 采用 两 段 相 等 的 平行 线 
来 表示 等 号 的 理由 是 “ 盖 他 二 物 皆 弗 能 胜 斯 任 
th” O, TBR ES “V” 是 1525 4C., ff 道 
KERB «Die Coss》@ 的 代数 著作 中 引进 的 ， 

因为 这 很 象 是 表示 Radix®@ 的 小 写 的 +“ 我 们 现在 的 
“+2 “r 号 第 一 次 印 出 来 是 在 了. 魏 德 曼 ( 约 
1460 年 生 于 波 希 米 亚 ) 1489 年 在 莱比锡 出 版 的 一 本 
算术 书 里 ， 不 过 这 些 记号 不 是 用 来 作为 运算 符号 ， 

而 只 是 表示 超过 与 欠缺 。 加 号 很 可 能 是 从 拉丁 文 的 
et 缩写 而 成 ， 因 为 这 个 词 经 常用 来 表示 相 加 ; BS 
则 可 能 从 表示 相 减 的 简写 记 法 颂 缩 写 而 成 ， 还 有 别 
的 种 种 解释 也 是 言 之 成 理 的 。“+” 与 “-” 这 两 
个 符号 于 1514 年 由 荷兰 数学 家 V。 霍 克 用 作 代 数 运 
算 的 符号 ， 不 过 很 可 能 早 就 这 样 使 用 了 。1572 年 ， 

R. HERE 41526-1573) 出 版 了 一 本 代数 书 ， 
其 中 对 代数 记 法 有 所 改进 : W, v 7 + M14 这 个 混 
合 表达 式 , 帕 丘 里 可 能 会 写成 RV7p R14, 这 里 RV 是 
radix universalis@ 的 简写 ， 表 示 对 所 有 后 面 的 量 
取 平 方 很 ,而 懿 恩 贝尔 利 则 可 能 写成 R L7PR14」 。 


© 原文 是 一 句 古 英语 : bicause noe 2 thynges can be 
Moare egualle, 这 里 bicause = because, noe=no, thynges = 
things, moare=more, WÑ: 因为 任何 其 他 两 个 东西 都 不 可 能 比 
w =? 更 具有 相等 的 效果 了 .一 译注 

© 德语 ， 意 义 不 详 .一 一 译注 

© 德语: 根 .一 一 译注 

© 拉丁 文 总 根 导 ,一 一 译注 
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OUR ALIA Ra 和 Re 分 别 表示 平方 根 和 立方 
W. 十 六 世纪 的 法 国 数学 大 师 F。 维 埃 特 (1540 一 
1603) 对 于 代数 符号 体系 的 发 展 贡献 殊 多 ， 他 用 元 
音字 母 表示 未 知 量 ， 用 辅音 字母 表示 已 知 量 。 我 们 
现在 用 英语 字母 表 上 后 面 儿 个 字母 表示 未 知 量 ， 前 
面 儿 个 字母 表示 已 知 量 , 这 个 习惯 是 1637 年 RK, 入 卡 
尔 (1596 一 1650》 引 进 的 。 在 维 埃 特 以 前 ， 用 不 同 
HERA SRA TEN SHH, oe 
. 例 ， 维 埃 特 则 使 用 同一 字母 ， 加 以 适当 的 说 明 。 例 
如 ， 现 在 的 +,，x*，x， 维 埃 特 就 写成 A，A qua- 
dratum, A cubum@， 后 来 的 作者 进一步 简写 为 
A, Aq, Ac. RIMER ROLE, x’, E 
th, FE ERER. TARR (560—1621) 
在 其 1631 年 出 版 的 遗 著 《 实 用 分 析 方 法 》 中 给 出 了 
我 们 现在 的 不 等 号 “>” 和 “<”。W, MEWE 
(1574—1660) 曾 极力 强调 数学 符号 ， 制 定 了 150 
多 个 ， 其 中 只 有 三 个 保留 下 来 ， 又 号 “x?” 表 示 相 
乘 ， 四 个 圆 点 ““2 用 于 比例 ， 还 有 我 们 经 常 使 用 
的 表示 相差 的 记号 “~ 一” . @ 

我 们 现行 的 函数 记 法 中 的 符号 f(x) ， 表 示 自 
然 对 数 的 底 的 e， 表示 级 数 求 和 的 >， 表 示 虚 数 单位 

O TIGR, AEH" “ALI”. -一 -译注 

© 比例 记 法 a:b::c:d 现 在 似乎 已 不 用 ， 换 成 了 a:b=c:dQ 或 
a/b=c/d, 5b, “~" 这 符号 现在 也 只 用 来 表示 “近似 REN”. 
一 一 译注 . 
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~IR i, 这 些 约定 应 该 归功 于 工 . 欧 拉 《〈1707 一 
1783) 。 记 号 ?! 称 为 x 的 阶乘 ， 则 是 斯 特 拉 斯 堡 的 
C. 克 鞠 普 (1760 一 1826) 于 1808 年 引进 的 ， 他 选 
择 这 个 符号 是 为 了 避免 先前 使 用 的 符号 z | 引起 的 
印刷 困难 。J。 瓦 里 斯 (1616 一 1703》 第 一 个 完 

地 说 明了 零 指 数 、 负 指数 、 分 数 指数 的 意义 ， 他 还 
引进 了 我 们 现在 表示 无 穷 的 记号 “oe”。 上 古代 英国 
数学 家 W 。 阿 垂 德 、I。 巴 车 630—1677) 以 及 
D. 格 勒 格 锐 (1661 一 1708) 曾经 用 记号 x 表 示 阅 
Al. 英国 人 W。 窗 恩 斯 〈1675 一 1749) 在 1706 年 的 
一 份 出 版 物 中 第 一 个 使 用 这 个 符号 表示 圆周 与 直径 
之 比 。 不 过 、， 直 到 1737 年 欧 拉 采用 以 后 ， 这 个 符号 
才 一 般 用 来 下 示 圆 周 率 ， 


练习 
12.1。 使 用 中 学 代数 解 讲演 正文 中 的 问题 1， 
2,3,4. l 
12.2, 公元 前 四 世纪 一 位 二 流 数学 家 塞 马 锐 
达 斯 给 出 了 1 个 未 知 数 的 一 组 特殊 的 1 个 联 立 线性 方 
程 的 解法 。 这 个 解法 很 著名 ， 以 “ 塞 马 锐 达 斯 之 
HL” 的 名 称 流 传 下 来 : 
如 果 n 个 量 之 和 已 知 ， 其 中 一 个 特殊 的 量 与 其 余 任何 一 
个 量 之 和 也 是 已 知 ， 则 此 特殊 的 量 等 于 后 面 那 些 和 莹 之 和 
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与 第 一 个 和 数 之 差 的 1/% - 2》 信 。 

(a) 证 明 上 述 规则 。 

(b+) 说 明 讲演 正文 中 的 问题 5 是 塞 马 锐 达 
斯 之 花 的 数值 实例 。 

12.3, FRAME A MERA XRAY AF 
是 对 了 得 图 的 生平 做 了 一 个 概述 : “JABE 
占 其 一 生 六 分 之 一 ， 青 年 占 十 二 分 之 一 ， 成 年 待 取 
点 七 分 之 一 。 婚 后 五 年 得 子 ， 先 于 其 父 五 年 而 故 ， 
享有 其 父 寿 数 之 半 。2?2 假定 问题 中 的 细节 准确 ， 试 
AIGA SFL? 

12.4. @ 要 用 希腊 字母 数字 系统 写 出 小 于 
1000 的 各 数 必 须 记 住 多 少 不 同 的 符号 ? 

(+) 按照 希腊 字母 数字 系统， 表示 数字 
1000，2000，…，9000 经 常 是 在 表示 1，2，…，9 的 
符号 上 加 气 号 ， 例 如 1000 可 能 表 为 Q' 。 数 字 10,000， 
即 是 myriad， 记 为 及。 乘法 规则 壬 用 于 10000 的 倍 
数 ， 例 如 20000，300000 及 4000000 表 为 BM， 和 月 和 
vM。 试 用 希腊 字 母 数字 写 出 以 下 各 数 :， 5780, 
72803, 450082, 3257888, 

O 试 就 希腊 字 录 数字 系统 造 出 直到 10+ 
10 的 加 法 表 及 直到 10X10 的 乘法 表 。 

12.5。 (© 用 刁 秋 图 的 简写 记 法 写 出 2x4- 
21x3 + 12x? ~ 7X+ 33, 

HO 用 印度 人 的 简写 记 法 写 出 3Xg 十 2X 十 
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2y+ M13~ 8. 
12.6, (a) AHERN RAHLI RARR 
J [ves 2-9] (v 醒 -2) . 
O HRM RAY MdimRg ArT I. 
试用 现代 记号 写 出 勃 恩 贝尔 利 著 作 中 见 到 的 下 述 表 
Re | 4pdimRqii|pRe|4mdimRqili]|. 
12。7。 维 埃 特 曾经 对 多 项 式 方程 的 系数 添上 说 
明 语 ， 使 该 方程 成 为 齐 次 方程 ， 他 使 用 了 我 们 现在 
的 《二 ”》”、“ 一 》 记 号 ， 但 他 没有 等 号 。 例如， 他 
可 能 把 


“5BA: —-2CA+ A? = D” 

“B5in A quad ~C plano 2 in A+ A cub aequatur D 
solido®”, 注意 系数 C 与 DD 的 说 明 语 如 何 使 方程 的 每 
一 项 都 成 为 三 维 的 。 试 按 维 埃 特 记号 改写 

A? —-3BAÆ + 4CA=2D, 


进一步 的 读物 


Cajori, Florian, A History of Mathemħtical 
Notations, 2 vols, ChicagotOpen Court 


O 拉丁 文 简写 记 法 ,可 以 谈 作 “B5 人 A 平方 一 C 二 维 2A + ALT 
等 于 DD 三 维 ”。 一 一 译注 
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1928-1929. 
Heath, T, L. , Diophantus of Alexandria, 
rev, ed, New York:Cambridge University 


Press, 1910, 
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十 三 、 两 件 古代 的 计数 发 明 


算盘 〈 时 期 古 不 可 考 ) 
印度 阿拉 伯 数 字 系 统 (公元 800 年 前 ) 


今天 ， 全 世界 的 语言 文字 千差万别 ， 使 人 眼花 
综 乱 ， 但 是 全 世界 的 人 做 算术 几乎 都 使 用 同样 的 数 
字符 号 ，( 大 多 数 ) 都 运用 同样 的 计算 方式 。 

世界 各 地 有 一 种 通用 的 、 人 人 熟悉 的 记 数 方 
” 式 ， 就 是 把 0,1，2，3，4，5，6，7 ,8, 9 这 十 个 
数字 符号 放 在 适当 位 置 列 成 一 排 。 这 种 记 数 方式 有 
助 于 形成 进行 算术 运算 的 种 种 简明 法 则 或 格式 ， 即 
所 谓 的 算法 ， 例 如 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 ， 求 平 
方 根 和 立方 根 的 算法 ， 求 两 个 已 知 正 整 数 的 最 大 公 
约 数 的 算法 ， 等 等 。 小 学 生 掌握 这 些 基 本 算法 要 花 
去 相当 多 的 时 间 ， 他 们 是 靠 两 种 简单 的 记 熟 了 的 
表 ， 妓 所谓 加 法 府 和 乘法 表 而 学 会 这 些 演算 的 。 这 
种 世界 通行 的 记 数 法 称 为 印度 阿拉 伯 数 字 系统 ， 理 
由 详 下 。 

检查 古代 其 他 的 数字 系统 ， 可 以 发 现 ， 这 些 系 
统一 般 都 比较 拖泥带水 ， 难 以 驾驭 ， 不 能 借以 建立 
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起 简便 易 行 的 算法 。 例 如 ， 上 一 讲 我 们 谈 到 的 希腊 
字母 数字 系统 ， 这 个 非常 古老 的 数字 系统 的 确 可 以 
O 提供 一 种 相当 紧凑 的 记 数 方法 ， 但 却 使 用 了 那么 大 
量 的 符号 ， 使 人 的 记忆 力 负担 过 重 。 我 们 大 多 数 人 
都 熟悉 的 罗马 数字 系统 是 另 一 个 例子 ， 试 以 这 个 系 
统 进行 较 长 的 乘法 或 除法 ， 或 者 , 再 如 求 平方 根 , 就 
会 发 现 其 繁 抽 之 处 ， 这 个 系统 除了 简单 的 加 减法 以 
外 似乎 无 法 借以 建立 起 简便 易 行 的 演算 法 则 。 

印度 阿 接 伯 数字 系统 的 印度 命名 ， 是 因为 我 们 
认为 这 是 印度 人 发 明 的 ， 又 以 阿拉 伯 命 名 ， 是 因为 
阿拉 伯 人 加 以 采用 然后 传播 到 西 殉 。 关 于 我 们 现在 
的 数字 符号 ， 保 存 下 来 最 老 的 样本 可 以 在 管 立 于 印 
度 的 一 些 石柱 上 找到 ， 那 是 公元 前 250 年 左右 毛 里 
亚 @ 统 治 普 厄 嚼 克 王 建立 的 。 如 果 解 释 确 羡 ， 印度 
还 有 另外 一 些 古 老 的 样本 ， 例 如 普 纳 城郊 山洞 石 避 
上 大 约 是 公元 前 100 年 的 石刻 史料 ， 还 有 纳 塞 克 山 
洞 里 大 约 是 公元 200 年 刻下 的 碑文 可是， 这些 古 
老 的 样本 却 没有 零 的 符号 ， 也 不 使 用 定位 记号 这 一 
重要 观念 。 定 位 记号 和 有 零 的 记号 究竟 何 时 在 印度 出 
现 尚 属 未 知 ， 但 这 必定 是 在 公元 800 年 前 的 某 个 时 
候 ， 因 为 波斯 数学 家 阿 压 锐 兹 米 在 公元 825 年 的 一 
本 书 里 讲 到 了 这 样 一 个 业已 完成 的 印度 数字 系统 。 

全 “毛里 亚 为 印度 古代 北方 国家 。 据 另 一 说 法 ， CRAB 
达 国 王 。 一 一 译注 
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这 些 新 的 数字 符号 第 一 次 是 如 何 传 入 欧洲 ， 以 
及 何 时 传 入 ， 这些 问题 都 没有 确定 的 解答 ， 不 过 
很 可 能 是 地 中 海 沿岸 的 商人 和 旅客 传 入 的 。 十 二 世 
纪 的 一 份 西 班 牙 文 手稿 中 已 经 出现 了 这 些 符号 ， 那 
是 公元 711 年 侵犯 西班牙 半岛 的 阿拉 伯 人 传 入 的 , 阿 
拉 伯 人 在 那里 居住 了 儿 百 年 。 阿 奉 锐 兹 米 的 著作 在 
十 二 世纪 有 了 拉丁 文 译本 ， 后 来 欧洲 人 也 有 论述 这 
个 主题 的 著作 ， 其 中 特别 有 影响 的 一 部 著作 将 在 稍 
后 一 讲 里 讨论 ， 由 于 这 些 著作 的 出 现 ， 印 度 阿 拉 伯 
数字 系统 便 流传 得 更 为 广泛 了 ， 

人 们 也 许 很 想 知道 ， 为 什么 古人 未 曾 想 出 比较 
切实 可 行 的 数字 系统 ， 即 比较 适合 简单 计算 法 则 的 
RRO? 换 句 话说 ， 为 什么 未 曾 更 早 些 想 出 与 印度 
阿拉 伯 系 统 相 似 的 系统 ， 以 及 加 减 乘除 .开平 方 、 
开 立 方 的 算法 ? 这 样 -一 种 发 明之 所 以 媚 刀 来 迟 ， 是 
有 其 实际 原因 的 。 没 有 丰裕 、 便 利 而 价 廉 的 某 种 适 
当 的 书写 材料 ， 几 乎 任何 人 都 很 难 想 出 这 样 的 数字 
系统 。 人 们 想必 记得 ， 我 们 平常 的 机 制 纸浆 纸 不 过 
才 百 来 年 的 历史 。 较 早 的 布 浆 纸 是 手工 制造 的 ， 所 
以 价格 昂贵 ， 颇 为 希 军 ， 即 便 如 此 ， 也 是 到 十 二 世 
纪 才 传 入 欧洲 的 ， 虽 然 中 国人 很 可 能 早 一 千年 就 知 
道 如 何 制造 卫 。 更 早 的 书写 材料 ， 如 石头 与 凿 子 。 
, È 这 里 药 古 人 应 指 印 度 阿拉 伯 数 字 系统 发 明 以 前 的 BA. 
一 一 详 注 
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WARE, WA RUD INA, EER PE, E 
不 是 太 不 方便 ， 就 是 太 难 搞 到 ， 无 法 当 作 草稿 纸 
用 ， 而 要 逐渐 形成 一 些 恰当 的 算法 ， 就 需要 以 反复 
试验 形式 出 现 的 大 量 草稿 工作 。 匣 上 注 薄 一 层 红粉 
的 小 白板 、 螨 面板 、 书 写 石板 ， 这 些 东 西 总 的 说 来 
是 更 晚 才 开始 使 用 的 ， 再 配 上 尖 的 铁 笔 ， 倒 是 适合 
于 发 展 古代 的 算法 。 由 于 书写 范围 有 限 ， 又 容易 控 
掉 ， 所 以 这 些 古 代 的 算法 是 以 脑子 作为 空间 想 出 来 
的 ， 因 为 算法 中 的 数字 一 旦 完成 了 自己 的 使 命 就 被 
抹 去 了 。 结 果 ， 要 检查 一 个 计算 过 程 就 必须 把 整个 
过 程 再 重复 演算 一 遍 。 人 们 往往 不 知道 ， 我 们 现在 
配合 印度 阿拉 伯 数 字 系统 使 用 的 计算 法 则 ， 大 多 数 
都 是 到 十 三 世纪 才 最 后 定型 的 。 

那么 ， 古 人 又 是 怎样 进行 算术 运算 的 呢 ? 绕 过 
上 述 困难 的 办 法 就 是 利用 那个 简单 而 非 几 的 发 明 
一 一 算盘 . 

算盘 是 一 种 非常 古老 的 装置 ， 在 古代 和 和 中 世 
纪 ， 世 界 各 地 采用 的 形状 各 有 不 同 ， 除了 人 的 手指 
外 ， 算 盘 就 是 人 类 最 古老 的 计算 工具 了 (究竟 有 多 
么 二老 并 不 确 知 ) 。 有 了 算盘 就 可 以 加 减 乘除 、 开 
平方 、 开 立方 ， 算 盘 到 了 人 敏捷 熟练 的 行家 手 里 ， 完 
成 这 些 算术 运算 的 速度 与 精度 是 惊人 的 。 

算盘 最 原始 的 形式 似乎 是 一 种 有 标记 的 沙盘 ， 
由 此 产生 出 算盘 的 属性 名 称 abacus (来 自 希腊 文 表 
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mm “UR” 的 词 abax) 。 古代 埃及 和 人、 希腊 入 、 罗 
马 人 、 印 度 人 以 及 远东 各 国人 民 都 使 用 过 各 种 形状 
的 算盘 。 形 状 比 较 复 杂 的 算盘 是 一 块 板 子 上 控 出 一 
Lowe, GAT (calculi》@ 可 以 在 其 中 滑 动 ， 
另 一 种 是 一 个 木 制 的 框架 ， 把 珠子 穿 在 绳 上 或 细 竹 
棍 上 滑动 。 

我 们 来 讲 一 种 粗糙 的 算盘 ， 说 明 如 何 用 它 来 做 
罗马 数字 的 加 法 。 HORAN LTR, MENA 
标 上 M，C，X 和 TI， 再 找 一 些 方便 的 筹码 ， 例如 棋 
子 或 硬币 。 一 个 筹码 放 在 IX,C 或 M 线 上 ， 就 分 别 
代表 1，10，100 或 1000。 为 了 减少 以 后 一 条 线 上 可 
能 出 现 的 筹码 数目 ， 我 们 约定 ， 一 条 线 上 任何 五 个 
筹码 可 以 换 成 紧 靠 在 该 线 左边 那个 空格 里 的 一 个 筹 
码 。 因 此 ， 这 些 空格 可 以 从 左 至 右 标 上 D， 工 及 V。 
于 是 ， 小 于 10000 的 任何 数 都 可 以 在 我 们 的 线 条 杠 
架 上 表示 出 来 ， 使 得 任何 一 条 线 上 的 筹码 不 超过 四 
个 ， 两 条 线 之 间 的 空格 上 筹码 不 超过 一 个 。 

现在 让 我 们 做 加 法 : 

MDCCLX [ X+MXXXVII, 
把 第 一 个 数 用 筹码 在 框架 上 表示 出 来 ， 如 图 44 左 边 
所 示 。 更 在 把 第 二 个 数 加 上 去 ， 从 右 做 到 左 . 要 加 
上 YI， 就 在 X 和 1 这 两 条 线 之 间 再 放 一 个 筹码 ， 并 


O HTX: BH, BH, — HE, 
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图 44 

且 在 1 这 条 线 上 再 放 两 个 筹码 ， 这 时 I 这 条 线 上 就 有 
. 六 个 筹码 了 , 我 们 除去 其 中 五 个 而 在 X 与 1 这 两 条 线 
之 间 再 放 一 个 筹码 。 对 于 X 与 I 这 两 条 线 之 间 的 这 
三 个 筹码 ， 我 们 把 其 中 两 个 “进位 ”到 义 线 上 作为 
一 个 筹码 。 现 在 再 来 加 XXX， 在 X 线 上 再 放 上 三 个 
筹码 。 由 于 现在 X 线 上 总 共有 五 个 筹码 ， 所 以 可 以 
换 为 C 与 X 这 两 条 线 之 间 的 一 个 筹码 , 而 结果 在 该 处 
的 两 个 筹码 又 “进位 ”为 C 线 上 的 一 个 筹码 。 最 后 
再 加 上 M， 在 M 线 上 再 放 上 一 个 筹码 。 框 架 上 最 后 
的 形状 如 图 44 右 边 所 示 ， 和 数 可 以 读 出 为 MMDC 
CCV 工 .我 们 得 到 这 两 个 数 之 和 是 利用 一 些 简单 的 
机 械 操作 ， 不 需要 什么 草稿 纸 ， 也 不 需要 记 住 什么 
加 法 表 。 

减法 的 操作 相仿 ， 不 过 现在 不 是 向 左 边 “HE 
位 ”, 而 是 必须 向 左边 “ 借 位 ”。 例 如 , 考虑 减法 问 
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题 

MMDCCCVI-MDCCLXIX。 
把 第 一 个 数 用 筹码 在 算盘 框架 上 表示 出 来 ， 如 图 45 
左边 所 示 ， 我 们 来 减 掉 第 二 个 数 ， 从 右 做 到 左 . 由 
于 VI 减 IX 不 够 减 ， 必 须 向 左边 “ 借 ” 一 个 ,。 MACK 
上 取出 一 个 筹码 ， 把 它 换 成 空格 上 的 一 个 筹 码 与 
X 线 上 的 五 个 筹码 ， 然 后 再 把 X 线 上 的 一 个 筹 码 换 
成 Y 空 格 上 的 一 个 筹码 与 ] 线 上 的 五 个 筹码 。 MEWE 
架 上 的 样子 如 图 45 中 部 所 示 , 我 们 现在 可 以 减 掉 区 ， 
即 是 VINLT, ARV 空格 上 只 剩 下 一 个 筹码 ， 
I 线 上 剩 下 两 个 筹码 ,这 时 就 可 以 依次 减 掉 一 个 X 
筹码 ,一 个 L 筹 码 、 两 个 C 筹 码 、 一 个 D 筹 码 和 一 个 M 
筹码 。 框 架 上 最 后 的 形状 如 图 45 右 边 所 示 ， 亡 求 的 
差 数 可 以 读 出 为 MXXXVIl。 我 们 得 到 这 两 个 数 
之 差 也 是 利用 一 些 简单 的 机 械 操作 ， 并 不 使 用 什么 
草稿 纸 ， 也 不 需要 记 住 什么 算术 起， 


LL 


9 olo 


a 


| | 
MDCLXVI MDCLXYI MDC 
图 45 
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印度 阿拉 伯 十 进位 数字 系统 表 数 方式 很 简单 ， 
即 是 按照 顺序 把 算盘 各 档 上 的 算 珠 个 数 记 录 下 来 
符号 0 表示 该 档 上 没有 任何 算 珠 ， 我 们 目前 采用 的 
加 减法 演算 格式 以 及 “进位 ”与 “ 借 位 ”的 概念 ， 很 
可 能 来 源 于 在 算盘 上 进行 这 些 运算 的 操作 过 程 。 采 
用 印度 阿拉 伯 数 字 系统 以 后 ， 我 们 工作 的 对 象 就 是 
符号 而 不 是 真正 的 算 珠 ， 所 以 要 么 必须 记 住 那些 简 
单 的 数字 组 合 的 结果 , 要么 必须 依靠 基本 的 加 法 表 。 

中 世纪 有 些 欧洲 人 曾经 鼓吹 使 用 罗马 数字 配合 
算盘 进行 计算 ， 这 些 人 被 称 为 “算盘 主义 者 2 还 
有 一 些 人 鼓吹 使 用 印度 阿拉 伯 数 字 配 合适 当 的 算法 
进行 计算 ， 这 些 人 被 称 为 “算法 主义 者 ” 。 自 1100 
年 至 1500 年 这 四 百年 间 ， 算 盘 主 义 者 与 算法 主义 者 
进行 了 长 期 的 、 有 时 是 激烈 的 战斗 ， 到 1500 年 我 们 
现在 这 些 计算 法 则 赢得 了 至 高 无 上 的 地 位 。 又 过 了 
.元 百 年 ， 算 盘 主 义 者 几乎 被 人 遗忘 ， 到 了 十 八 世 
纪 , 算盘 在 西欧 已 经 可 如 黄 稚 , 无 影 无 踪 了 。 法 国 几 
何 学 家 邦 塞 勒 跟 随 拿破仑 远征 俄国 ， 当 了 俄国 人 的 
BAR, 获释 以 后 他 把 一 件 算盘 样品 带 回 法 国 , 这 样 算 
盘 才 作为 一 种 吉 玩 奇 物 再 度 露 面 ， 现 在 世界 上 大 多 
数 地 方 都 遵循 印度 阿拉 伯 数 字 系统 及 其 算法 ， 但 是 
东方 有 些 地 方 仍然 在 使 用 算盘 , 例如 中 国 , 日 本 和 俄 
国都 有 算盘 , 有 些 阿 拉 伯 国家 也 有 类 似 的 计算 工具 。 

印度 阿拉 伯 数 字符 号 经 历 过 相当 多 的 变化 直到 
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印刷 术 出 现 以 后 才 渐 趋 稳定 。 英 语词 zero 起 源 于 阿 
拉 伯 语 的 sifr 的 拉丁 化 形式 zephirium, 后 者 又 是 印 
度 语 sunya 的 转译 ， 意 思 是 “空空 如 也 ” 。 阿拉 伯 
语 的 sifr 在 十 三 世纪 由 内 莫 授 锐 斯 传 入 德国 ， 写成 
-cifra， 由 此 派生 出 我 们 现在 的 英语 词 cipher. 

今天 ， 要 批评 算盘 主义 者 因循守旧 、 不 求 改 
变 ， 这 是 很 容易 言 之 成 理 的 ， 但 是 对 这 些 新 数字 这 
DP BE ARE, RAPA, II 
未 能 标准 化 ， 零 这 个 数字 尤其 容易 弄 错 ， 要 耐心 学 
会 很 多 事情 然后 才能 正确 使 用 这 些 新 的 符号 ,此 外 ， 
算 扒 主义 者 对 这 些 新 数字 还 有 一 个 更 为 有 力 、 颠 扑 
不 破 的 反对 理由 ， 新 数字 太 容 易 弄 虚 作 假 了 。0 很 
容易 改 成 6 或 9，1 也 容易 变 成 4，6，7 或 9， 
其 他 数字 的 形式 也 可 以 窜改 ， 往 往 还 可 以 在 已 经 写 . 
下 的 数字 中 间或 后 面 搬 进 一 些 数字 。 正 是 由 于 可 能 
发 生 这 些 弄 虚 作 假 的 现象 ，1299 年 莫 冷 翠 @ 市 政 当 
局 才 颁 布 一 道 法 令 ， 禁 止 在 金融 事务 中 使 用 新 数 
字 ， 和 否则 科 以 罚金 ， 

本 讲 讨 论 的 两 种 非凡 的 古代 发 明 ， 即 算盘 和 印 
度 阿 拉 伯 数字 系统 ， 对 人 类 进行 计算 工作 提供 了 巨 

O “意大利 中 部 文化 名 城 ， 英 文 名 称 是 Florence， 通 译 为 佛 罗 
伦 萨 ， 这 里 从 徐 志摩 1925 年 《 甘 冷 深山 局 内 话 》 中 据 意 大 利文 原名 


Firenze 的 译名 ， 这 个 译名 无 论 就 音 似 及 内 沽 都 堪 称 佳 妙 ， 后 来 由 
傅 雷 在 其 巴尔 扎 克 《人 间 喜 剧 》 的 译本 中 加 以 继承 。 一 一 译注 
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天 的 帮助 。 但 是 ， 这 两 种 发 明 的 起 始 时 期 不详， 印 
度 阿 拉 伯 数字 系统 肯定 是 公元 800 年 前 某 个 时 候 出 
更 的 ， 算 盘 则 古老 得 多 。 不 过 ， 台 无 疑问 ， 在 历史 
LEMS RA RARE “HR EH 。 

虽然 世界 上 大 多 数 地方 对 算法 主义 考 亦 步 亦 
趋 ， 但 今天 美国 、 法 国 以 及 其 他 国家 的 小 学 教师 讲 
授 印度 阿拉 伯 数 字 系 统 中 的 位 值 观念 GO 时， 仍然 觉 
得 算盘 是 一 件 有 用 的 教具 ， 商店 售货员 清点 寥 客 钞 
票 的 台子 我 们 仍然 叫做 “Cotnter” @, 我 们 已 经 说 
， 过 ， 加 法 中 的 “进位 ”与 减法 中 的 “ 借 位 > 这 些 观 
念 很 可 能 来 源 于 在 算盘 上 进行 这 些 运算 的 操作 过 
T RE “计算 ”一 词 calculate 是 从 拉杆 语 单词 
calcuius 派 生出 来 的 ， 后 者 的 意思 是 “石子 ”> ， 而 
石子 在 罗马 算盘 上 是 当 筹 码 使 用 的 。 今 天 许多 游戏 
都 是 用 形状 一 样 的 扁平 圆 筹码 进行 的 ， 共 起 产 当 在 
算盘 筹码 已 成 家 庭 常 物 之 时 。 

最 后 就 我 们 本 国 的 混合 文化 指出 一 个 有 趣 的 事 
” 实 : 我 们 的 语言 属于 日 尔 曼 语 ， 我 们 的 文字 是 拉杆 
“字母 拼写 的 ， 我 们 的 数字 则 起 源 于 印度 ，. 


O 例如 ， 百 位 上 的 1， 潍 位 值 是 十 位 上 的 1 的 位 值 的 十 售 。 一 一 
译注 . 

© 英语 counter 本 意 为 “筹码 ”、“ 算 珠 ”、 “RH, 后 
来 就 生生 出 “柜台 ”的 意思 。 一 一 译注 


143; 


练习 ` 


1361 利用 原始 算 前 求 下 列 两 数 的 和 与 差 s 
MDCCLXXXIX, MMDCLXXVIII, 

13.2 印度 阿拉 伯 数 字 系 KA 进位 数字 系统 的 
例子 ， 上 其 底数 为 10， 以 任何 整数 b>1 为 底数 都 可 建 
立 一 种 进位 数字 条 统 : 当 底数 5 选 定之 后 ， 就 要 采 
用 8 个 基本 符号 0，1，2，… O-1, MAR 系统 的 
RP, 如果 8< 委 10， LI WAM MANBRAY AM dè 
伯 数 字符 号 w gbl, NT AAR AMR 知 的 
印度 阿拉 伯 数 字符 号 再 添上 适当 数量 的 额外 符号 。 

证 明 ， 任何 ( 正 整 ) 数 方 均 可 唯一 表 为 

N=anbr+aribit. a,b? tabt ao . 
的 形状 ， HPO <aj<b, i=0, 1y t m ; 
. 上 面 这 个 数 N 以 为 底数 的 进位 表示 就 是 数字 
符号 序列 
dndn-1''G20100。 

因此 ， 这 些 数 字符 号 中 任何 一 个 都 代表 底数 的 薪 个 
方 宗 的 倍数 ， 方 赛 的 指数 依赖 于 该 数字 所 在 的 位 
置 。 例 如， 我 们 可 以 把 3012 看 作 以 4 为 底数 ， 以 0、 
1, 25. 3 为 数字 符号 的 进位 表示 的 数 ; 为 了 说 明 
这 个 数 是 以 4 为 底数 表示 出 来 的 ， 我 们 可 以 写成 
(3012),。 如 果 没 有 附 上 下 标 ， 一 般 就 认为 该 数 
180 


足以 平常 的 底数 10 表 示 出 来 的 。 
13.3 @) 构造 底数 7 的 加 法 表 和 和 来 法 表 。 
Cb) R (3406),+ (251). 
(ec) & (3406)1x (251)7. 

1364 (@) 构造 底数 12 的 加 法 表 和 来 法 表 ， 

以 符号 te 表示 数 字 10 和 11。 7 
Cb) 求 (tOd4edint (C51) 2. 
() 求 (3t04e)1s xX (51it)1,。 

13:5 (@) MRABAT (3012)5. 

HO 什么 底数 使 得 3 Xx3 =10? 什么 底数 使 
得 3 x 3 =11? 什么 底数 使 得 3 x 3 =12? 

O 27 能 否 关于 菜 个 底数 代表 偶数 ?37 呢 ? 
72 能 否 关 于 某 个 底数 代表 奇数 ? 82 呢 ? 

(d) Rb, 使 得 79= (142). 

Ce) 求 b， 使 得 72= (2200). 

13.6 (D 一 个 以 7 为 底数 的 三 倍数 如 果 表 

为 以 9 为 底数 的 数 ， 则 各 位 数字 次 序 相 反 。 求 此 数 。 
O 求 最 小 底数 ， 使 301 代 表 平 方 整数 。 
(2) 车 >2， 证 明 (121)5 是 平方 整数 。 
(d) 车 b>4， 证 明 (40001)t 被 (221) # 
we. 

137 ”以 2 为 底数 的 进位 数字 系统 〈 称 为 二 
进位 制 ) 在 各 个 数学 分 支 中 都 有 应 用 。 还 有 许多 游 
RAYNKA, Hes SH MRO SABER, 

181 


也 是 靠 这 个 系统 求解 的 。 下 面 是 这 类 智力 问题 中 两 
个 容易 解决 的 
O 一 架 莘 单 的 等 臂 天 平 配 有 一 套 于 码 , 工 
He. 2, 2°, DR SSH HRA PAA, 
BDL te tt HS TERE EEW, l 
(5) 考虑 图 46 所 示 四 张 卡片 ， 上 面 印 有 从 了 


n w 
= 
w 
d . 
a 
D 
ob 
中 


(AAS 
到 15 的 某 些 数字 ， PREFA LAMBA TAL 


数字 为 工 的 所 有 各 数 ! 第 二 张 卡片 上 是 倒数 第 二 位 
数字 为 1 的 所 有 各 数 ， 第 三 张 卡片 上 是 倒数 第 三 位 


数字 为 工 的 所 有 各 数 第 四 张 证 片上 是 倒数 第 四 位 
数字 为 1 的 所 有 各 数 。 现 在 请 你 考虑 从 1 到 15 的 一 
个 数 NM， 只 要 告诉 我 在 哪些 卡片 上 可 以 找到 这 个 


国有 N 堆 火柴 ,各 堆 数量 不 必 相 等 。 甲 乙 两 人 轮流 从 中 取出 至 
少 二 根 火柴 ， 但 每 次 只 能 取 自 一 堆 火 柴 ， 最 后 拿 完 火柴 者 为 胜 。 设 
WUE eS ME A he Chad ND, BWC 
位 数 
hr = hro + 2he, + 22hez tory 

其 中 ;= ORL, MOAR RH AR BBR 

LN 

之 ju (mod 2) ， 

k=1 

则 甲 能 获胜 ,一 一 译注 。 
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及， 我 就 可 以 轻而易举 地 说 出 你 想 的 那个 数 和 ,这 只 
要 把 它 所 在 的 那些 卡片 上 左上 方 的 数 加 起 来 就 行 
了 。 现 在 请 你 编 一 套 这 样 的 六 张 卡片 ， 查 出 从 工 到 
63 的 任何 一 个 数 。 如 果 印 有 这 些 数 的 卡片 ， 其 重量 
依次 为 1，2，4，… 单 位 ， 那 么 只 要 在 邮政 天 平 
那样 的 自动 检测 器 上 一 称 ， 就 可 以 读 出 数 信 来 了 。 
13°8 许多 简单 的 《 猜 数 ?的 把 戏 可 以 用 我 
们 的 十 进位 制 来 说 明 。 请 说 明 下 面 这 些 把 戏 的 读 
穷 。 
(a) 请 你 想 好 一 个 二 位 数 , 然 后 把 十 位 上 的 
数字 来 以 5、 加 上 7、 再 来 以 2 、 最 后 加 上 原 数 的 
个 位 数字 ， 说 出 最 后 的 结果 。 要 把 戏 的 人 根据 这 个 . 
结果 了 瞳 中 减 去 14 就 得 到 你 的 原 数 了 。 
O 请 你 起 好 一 个 三 位 数 , 然 后 把 百 位 数字 
乘 以 2、 加 上 3 、 乘 以 5 、 加 上 7 、 再 加 上 证 位 数 
字 、 乘 以 2 、 加 上 3 、 乘 以 5 、 再 加 上 个 位 数字 ， 
说 出 晤 后 的 结果 。 要 把 戏 的 人 根据 这 个 结果 瞳 中 减 
去 235 就 得 到 你 的 原 数 了 。 

O 清 你 想 好 一 个 三 位 数 ， 其 百 位 数字 与 个 位 
数字 不 同 ， 然 后 求 出 这 个 数 与 三 个 数字 次 序 颜 倒 而 
得 的 那个 数 之 差 ， 当然 是 大 的 减 小 的 。 只 要 你 说 册 
这 个 差 数 的 个 位 数字 ， 有 要 把 戏 的 人 就 能 说 出 整个 的 
差 数 。 请 问 这 个 把 戏 是 怎么 要 的 ? 

13-9 十 五 世纪 和 十 六 世纪 的 算术 著作 部 讲 
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到 了 基本 算术 运算 的 演算 格式 。 为 了 进行 长 数字 来 
法 而 设计 的 许多 格式 中 ， 最 流行 的 也 许 是 所 谓 的 
gelosia® 法 ， 即 “ 窗 格 法 ”。 这 个 方法 历史 悠久 ， 
图 47 说 明了 9876 与 6789 相 乘 得 到 67048164 的 演算 格 
式 。 这 个 方法 大 概 首先 是 在 印度 研究 出 来 的 ， 固 为 
在 对 巴 斯 卡 拉 (1114 一 约 1185) 的 著作 KEHA 
底 》 的 一 篇 评论 中 以 及 印度 人 的 其 他 著作 中 都 有 所 
论述 。 后来， 这 个 方法 从 印度 传 入 中 国 、 阿 拉 伯 和 
注 斯 ， 在 很 长 时 期 肉 深 受 阿拉 伯 人 的 喜爱 ， 由 此 再 


图 条 


O 意大利 文 百叶 窗 . 一 一 译注 
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传 入 西欧 。 这 种 方法 简便 易 行 ， 要 不 是 因为 所 需要 
的 网 线 难以 印刷 、 基 至 难 画 ? 很 可 能 今天 还 在 使 
用 。 演 算 格式 很 象 是 有 些 窗子 上 使 用 的 格子 。 这 种 
窗子 我 们 过 去 叫做 gelosia， 最 后 变 成 了 jalousie 
CRE “Rt” ZH) @ 。 

试用 窗 格 法 求 80342 与 7318 的 乘积 。 

13。10 十 七 世纪 以 前 长 数字 除法 最 通用 的 演 
算 格式 是 所 谓 “ 帆 船 法 ”或 《 勾 划 法 ”， 很 可 能 起 
源 于 印度 。 为 了 说 明 这 一 方法 ， 我 们 来 考虑 9413 除 
AIT VATE HR, 

1. 把 除数 37 写 在 被 除 9413 |2 

数 的 下 方 ， 如 右 所 示 。 按 通常 37 
方式 求 出 第 一 个 商 数 2 ， 把 它 


写 在 被 除数 右边 。 . 

2, 考虑 到 2X3=6,9-6= 2 
3, 所 以 把 9 与 3 为 掉 , 在 9 的 上 方 写 ”30 
一 个 3。 考 虑 到 2X7= 14，34 一 9413 | 2 


14= 20, 所 以 把 7,3,4 匀 掉 , 在 3 的 3X 
上 方 写 一 个 2, 在 4 的 上 方 写 一 个 0。- 
3。 第 2 步 所 得 到 的 被 除 1 
数 是 2013。 再 写 下 除数 37， 向 右 BB 
WM, 写成 对 角 线 形状 。 求 出 306 
@ 英 语 中 的 “百叶 窗 ” 过 去 借用 意大利 文 gelosia， 后 米 改 用 法 
语词 jalousie， 但 这 全 个 外 来 语 只 作为 百叶 窗 的 专 用 词 。 其 他 的 意 


义 英语 则 用 jealousy。 一 译注 
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-AARD F BBS x 3= 15, Q413 | 25 
20-15=5, HAde3, 2, 044%, 3X7 
在 0 的 上 方 写 一 个 5。 考 虑 到 3 
5x7=35，51- 35= 16， 所 以 把 
7，5，1 匀 掉 , 在 5 的 上 方 写 一 个 
1， 在 1 的 上 方 写 一 个 6 。 

4。 第 3 步 所 得 到 的 被 M 
除数 是 163。 再 写 下 除数 37， 254 
向 右边 再 据 一 位 ， 写 成 对 角 3885 
线形 状 。 求 出 第 三 个 商 数 vasisi $ | 
4。 考 虑 到 4x3=12， BW | 
16 一 12= 4， 所 以 把 3，1, 6 33 
HF, 在 6 的 上 方 写 一 个 4。 者 
虑 到 4X7= 28,43- 28 = 15, 
所 以 把 ?7，4，3 义 掉 , 在 4 的 
上 方 写 一 个 1， 在 3 的 上 方 
写 一 个 5 。 

5。 所 求 的 商 数 是 

- 254, 余数 是 15。 ， . 

机 船 法 只 要 稍 加 练习 ， 就 会 发 现 根本 不 象征 
看 起 来 那么 困难 .这 一 方法 最 初 广 为 流 传 ， 是 因为 
在 沙盘 上 用 起 来 很 方便 ， 划 挤 一 个 数 不 过 就 是 把 它 
抹 去 ， 然 后 就 可 以 再 写 上 一 个 数 了 。 后 来 用 上 了 续 
和 墨水 ,就 不 容易 抹 挤 了 ,只 好 把 不 要 的 数字 划 拌 ， 
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一 卫 需 要 ， 就 在 原来 的 数字 上 方 写 下 新 的 数字 ,如 上 
面 的 例题 所 示 。 因 此， 这 个 方法 得 到 “为 划 法 ”的 
名 称 ，“ 山 船 法 ”的 名 称 则 是 由 于 算式 完成 以 后 的 
轮 廊 前 起 来 象 是 一 般 帆 高 ， 如 果 从 下 往 上 者 这 个 算 
A, BART UBAGHO, 如果 以 左边 为 底部 
向 右 看 ， 商 数 就 好 似 主 攀 ， 这 时 余数 往往 被 写成 象 
EMM HRA BBR Ge kL), 

使 用 帆船 法 求 65284 除 以 594 之 商 。 (本 问题 用 
这 种 方法 求解 见 1478 年 的 《TYyeyiso Arithmetic), ) 


进一步 的 读物 


Hill, G, F, , The Development of Arabic 
Numerals in Europe, New York:Oxford Uni- 
_versity Press, 1915, 
Karpinski, Louis Charles, The History of 
Arithmetic, New York:Russell & Russell, 1965, 
Pullan, J, M, , The History of the Abacus, 
New YorksPraeger, 1968, 


OERMAMELAMMAHHEMRT, ARKLIEAR, AS 
船 向 。 一 一 译注 
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十 四 、 柯 援 散 的 诗人 数学 家 


凯 亚 姆 的 三 次 方程 几何 解 


( HAI 1090) 


十 一 世纪 下 半 叶 ， 三 个 波斯 青年 N。 茂 克 、H. 
B. 萨 巴 、O。 凯 亚 姆 同时 受 业 于 柯 授 散 省 当时 德 
高 望 重 的 贤人 之 一 、 奈 萨 普 尔 城 的 莫 瓦 法 克 阿 旬 @。 
这 三 个 门徒 都 有 才干 ， 彼 此 亲密 无 间 。 当 时 人 们 有 
一 个 信念 ， 阿 甸 的 门徒 中 总 有 一 个 有 机 会 KR 
达 ， 所 以 有 一 天 由 于 萨 巴 的 提议 ， 这 三 个 挚友 立 下 
誓言 说 ， 不 管 是 谁 时 来 运转 ， 都 要 有 福 同 享 ， 不 得 
WES. MEY AMT, ARERR Pe, 
当 上 了 阿拉 兰 苏 丹 的 大 臣 。 他 那 两 个 同学 终于 找到 
了 他 ， 要 求 按照 以 前 的 拆 约 有 福 同 享 ， 

萨 巴 要 求 得 到 一 官 半 职 ， 苏 丹 应 茂 克 之 请 给 予 
已 准 ， 但 萨 巴 利 欲 震 心 、 忘 恩 负 义 ， 竟 力 要 把 他 的 ， 
朋友 茂 克 排挤 掉 ， 终 于 遭 SUM, WORMS. OL 
亚 姆 一 不 要 名 ， 二 不 求 官 ， 只 求 能 够 生活 在 大 臣 福 


O MH, FMARRK. —- HE 
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泽 的 荫 庇 之 下 ， 使 他 可 以 传播 知识 与 数学 ， 祝 祷 执 
友 的 长 命 富 贵 。 茂 克 为 他 老 同 学 的 谦恭 与 真诚 所 感 
劲 ， 使 他 得 到 一 笔 年 金 。 

FASEB. RDNA, RT BEE 
的 首领 ， 于 1090 年 夺取 了 里 海南 部 山区 的 阿拉 姆 提 
RE PAUR MRAR HOLES, BEES 
BEAR. EALA, AR UK 
E” 5 据说 ， 英 语 中 的 “刺客 ”一 词 assasind 要 不 
是 起 源 于 萨 巴 的 名 字 Hasan， 就 是 起 源 于 那 帮 狂 第 
借以 壮胆 以 便 杀 人 越 货 的 “大 蕨 ”一 词 hashish, 
在 那 帮 刺 客 的 无 数 牺牲 考 中 就 有 萨 巴 的 老 同学 N 。 
R. . 

萨 巴 的 生活 动荡 不 安 ， 具 有 破坏 性 ,对 比 起 来 ， 
凯 亚 姆 的 生活 却 是 恬静 安 适 ， 具 有 建设 性 ， 他 不 与 
人 争 ， 对 于 当时 的 文学 与 科学 都 做 了 显著 的 贡献 
个 是 可 耻 的 叛徒 与 屠夫 ， 一 个 是 专心 致 志 的 学 者 与 
作家 。 本 讲 就 是 要 来 讨论 这 位 学 者 一 件 非凡 的 数学 
成 就 ， 应 该 列 为 “数学 史 鞭 华 ” 的 一 项 成 就 。 我 们 


® 这 个 词 也 是 一 个 历史 名 词 , 指 1091 一 1272 年 间 活 路 于 波斯 及 
叙利亚 的 伊斯兰 教 一 个 派别 ， 专 门 刺杀 “十 字 军 ” 中 的 基督 教徒 。 
西欧 封建 主 假借 宗教 矛盾 从 1096 年 至 1291 年 对 东方 发 动 了 八 次 tF 
军 侵略 ， 使 西亚 、 北 非 地 区 受到 严重 破坏 ， 到 处 都 遭 到 人 民 的 抵 
抗 。 作者 这 一 段 的 叙述 显然 是 站 在 十 字 军 的 立场 上 ， pray 
导 的 斗争 显然 是 阿拉 伯 人 民 抵抗 十 字 军 侵略 的 起 义 活 动 。 一 一 译注 


189 


先 讲 些 预备 知识 。 
一 个 未 知 数 x 的 实 多 项 式 方程 是 指 形 如 
agx tt ax +e tay ixtan=0 

AE AT, KPEE, Go Ary oe ahd 
RAs 0 。 满 足 这 个 方程 的 x 的 值 称 为 该 方程 的 
根 。 古 代 代 数 的 一 个 主要 任务 就 是 建立 一 般 的 方 法 
来 求 这 种 方程 的 根 ， 也 就 是 所 谓 的 解 方程 。 由 于 十 
代 只 知道 正 实数 ， 所 以 几 百 年 间 所 谓 解 方 程 是 指 求 
该 方程 具有 的 正 实 根 。 按 照 ?1= 1，2， 3, 4, 
5 ，… 而 把 方程 分 别称 为 线性 方程 、 二 次 方程 、 三 次 
方程 、 四 次 方程 、 五 次 方程 … 
线性 方程 没有 什么 困难 ， 很 容易 用 几何 方法 战 

代数 方法 求解 如果 一 个 未 知 数 的 线性 多 项 式 方程 
有 正 根 ， 这 个 方程 总 可 以 写成 

ax=b 

的 形状 ， 这 里 4 与 都 
是 正 数 , 从 代数 上 说 ， 
x= b/a. 从 几何 上 说 
x 是 长 度 为 4，b, 1 的 
三 个 线段 的 第 四 上 比 
例 项 ， Bjiasb= 1:x, 
而 x 可 以 由 简单 作 图 
求 得 (用 圆规 直 尺 求 
ih) , 如 图 48 所 示 ， 图 48 
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COD 是 适当 的 任意 角 ，04= w OB=b, 4C=1, 作 
CD 平行 于 48， 

有 起 的 是 ， 汪 埃及 人 解 线性 方程 利用 了 后 来 了 

洲 人 叫做 “ 假 轩 法 ”的 方法 。 例如， 要 解 

A x+xu/7= 24, 
可 以 取 x 的 任何 适当 的 值 ， 比 如 说 x= 7 。 于 是 x+ 
xz/ 7 = 8, 但 不 是 24. 由 于 8 必须 乘 以 3 才能 得 到 所 
要 的 24， 所 以 正确 的 解 x 必 定 是 3(7) = 21, 从 一 个 
纯粹 的 猜测 居然 得 到 了 正确 的 答案 ， 如 何 想 出 这 一 
点 是 很 令 人 着 迷 的 。 

二 次 方程 当然 比 线性 方程 复杂 ， 但 古代 数学 家 
也 有 几何 解法 和 代数 解法 。 代 数 解 法 或 者 是 用 配方 
法 或 者 是 代入 一 般 的 二 次 公式 ， 这 对 任何 学 过 初中 
代数 的 人 都 是 熟知 的 。 大 约 在 公元 前 2000 年 ， 古 巴 
比 伦 人 就 知道 这 两 种 代数 方法 的 等 价 性 了 。 在 第 
八 讲 ) 练习 8 .10 中 读者 可 以 发 现 希腊 人 用 几 何方 
法 解 二 次 方程 的 实质 。 

三 次 方程 的 问题 就 困难 得 多 了 ， 不 过 ， 古 代 巴 
Le Adin +n? 对 某 些 已 知 4 值 列 出 的 表 求 出 了 某 
些 特殊 的 三 次 方程 的 解 。 阿 基 米 德 也 讨论 过 一 个 三 
次 方程 可 以 有 正 实 要 的 条 件 ， 那 是 评论 家 万 托 体 斯 
为 我 们 保留 的 一 件 阿 基 米 德 著 作 的 片段 中 提 到 的 ， 
而 三 次 方程 的 一 般 代 数 解法 只 好 等 十 六 世纪 的 意 大 
利 数学 家 来 完成 了 。 可 是 ， 三 次 方程 的 几何 解法 JL 
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乎 在 五 百年 前 即 十 一 世纪 就 由 波斯 诗人 数学 家 O。 
凯 亚 姆 发 现 了 。 这 就 是 前 面 提 到 的 那 件 “ 数 学 史 羡 
华 ”， 在 开始 讨论 之 前 先 讲 一 点 历史 背景 。 三 次 方 
程 的 代数 解法 则 在 第 十 六 讲 讨论 。 

自 五 世纪 中 时 罗马 帝国 出 溃 至 十 一 世纪 这 段 时 
期 称 为 “欧洲 黑 旺 时代”@ ， 因 为 这 期 间 西 欧 的 知 
识 与 文化 沉沦 到 最 低层 。 可 是 ， 这 同一 时 期 内 阿拉 
人 帝国 却 在 莲 勃 兴起 。 在 公元 623 年 穆罕默德 从 麦 
加 逃 往 麦 地 那 @@ 之 后 的 十 年 中 ， 阿 拉 伯 半岛 分 散 的 
贝 都 因 部 族 由 于 强烈 的 宗教 狂热 统一 成 一 个 强大 的 
民族 .一 百年 间 ， 穆 斯 林 星 月 统治 凭借 武力 使 伊 斯 
兰 绿色 和 金黄 色 的 旗帜 横扫 自 印度 经 波斯 、 美 索 不 
达 米 亚 、 北 非 直 至 西班牙 的 大 片 地 域 人 @ 。 

大 量 的 世界 文化 之 所 以 保留 下 来 ， 一 个 至 关 紧 
要 的 因素 是 阿拉 伯 人 刻 营 掌握 希腊 人 和 印度 人 的 广 
博 知 识 ， 印 度 人 和 希腊 人 的 许多 医学 、 天 文学 和 数 
学 著作 被 完整 地 译 成 阿拉 伯 文 ， 这 样 才 幸免 于 难 ， 
直到 后 世 的 欧洲 学 者 再 译 为 拉丁 文 及 其 他 语言 。 要 
不 是 阿拉 伯 学 者 的 勤奋 工作 ， 和 希腊 和 印度 的 许多 科 
学 著作 经 过 那 漫漫 长 夜 的 “黑暗 时 代 ” 的 洗 动 ， 会 


© 即 通称 “中 世纪 ”。 一 一 译注 

© BERE (6707 一 632) ,伊斯兰 教 创始 人 , 生 于 Ain, MF 
麦 地 那 ， 所 以 麦 加 和 均 地 那 都 是 伊斯兰 教 圣 地 。~ 一 译注 

© “土耳其 国旗 是 绿 底 正中 金黄 色 一 弯 新 月 和 一 昧 金星 的 RR. 
一 一 译注 
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潭 没 无 阅 、 永 不 可 考 了 。 阿 拉 伯 人 除了 保存 大 量 的 
世界 学 术 现 宝 功 德 元 量 以 和 外， 本身 也 有 所 成 就 ， 其 
中 独 幢 蹊 径 着 当 推 DO。 凯 亚 姆 关于 三 次 方程 见 何 解 
的 工作 。 > 

O。 山 亚 姆 〈 约 1044 一 1123》 是 一 位 波斯 诗 
大、 天 文学 家 兼 数学 家 ， 生 于 柯 授 散 省 奈 萨 普尔 城 
( 今 伤 朗 东 北部 ) ， 并 在 该 城 求 学 。 他 的 绝妙 好 诗 
《 颂 拜 雅 醋 》Q@ 经 EE。 费 兹 杰 授 德 优美 而 贴 UHM 
译 之 后 ， 便 名 驰 西 方 世 界 ， 深 受 读者 喜爱 。 在 科学 
界 ，O，, 凯 亚 姆 也 是 知名 人 物 ， 首 先是 因为 他 那 非 
常 精 确 的 历法 改革 ， 还 有 他 对 欧 几 里 德 平 行 线 公设 
的 评述 ， 说 明 他 比萨 克 里 @ Ke, FAEERE 
想 最 终 导致 非 欧 几何 的 诞生 ， 尤 其 是 他 对 阿拉 伯 代 
数 成 就 的 贡献 ， 他 对 种 种 三 次 方程 都 给 出 了 求 正 根 
”的 几何 解法 。 

让 我 们 就 下 述 特殊 类 型 的 三 KABA 
姆 的 方法 : 

x? 十 52X 十 C8 =cx*, 


这 里 c，b%，c，x 都 设想 为 线段 的 长 度 。 饥 亚 姆 对 这 


O 四 行 诗集 ， 英 译本 初版 于 1859 年 。 一 一 译注 

-© 意大利 数学 家 (1667 一 1783)， 致力 于 证 明 欧 几 里 德 第 五 公设 ， 
于 1733 年 出 版 了 《 欧 儿 里 德 无 误 辩 》 的 著作 ， 虽然 来 能 摆脱 欧 几 
里 德 思想 的 禁 独 ,不 地 断言 第 五 公设 的 独立 性 , 但 却 得 到 一 系列 正 
确 而 深刻 的 几何 命题 ， 为 后 来 非 欣 几何 的 建立 英 定 了 坚实 的 基 w. 
一 一 译注 
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种 三 次 方程 的 文字 撤 述 是 “一 个 立方 体 ， 某 些 边 加 
上 某 些 数 等 于 某 些 正方 形 。” 从 几何 上 说 ， 这 个 三 
次 方程 的 求解 问题 是 ， 已 知 单位 线段 和 线段 a，5b， 
c， 求 作 线 段 x， 使 得 as，5，c，x 满 足下 述 关 系 。 目 
的 是 尽 可 能 只 用 贺 规 和 直 尺 作出 x*。 只 用 圆规 和 直 
尺 求解 一 般 是 不 可 能 的 ， 在 作 图 的 某 一 步 上 ， 我 们 
一 定 要 能 够 画 出 一 条 唯一 确定 的 圆锥 厚 线 才 行 。 

解 这 个 三 次 方程 时 有 一 个 基本 作 图 法 要 多 次 使 
用 ， 即 是 求 三 个 已 知 线段 的 第 四 比例 项 。 这 是 一 个 
古老 的 问题 ， 古 希腊 人 就 已 经 会 解 了 。 设 zw w 
是 三 个 已 知 线段 ， 我 们 要 作 线 眉 x， 使 得 :v=w:x。 
与 图 48 相 似 的 图 49 会 让 你 想起 如 何 用 圆规 直 尺 作出 
FERRET, E 

我 们 现在 来 讨论 遍 亚 姆 对 三 次 方程 

x? 十 六 2X +a? = cx? | 

的 几何 解法 。 首先， 据 基 本 作 图 法 求 线段 <2， 使 得 
b:4=asz. 然 后 ， 再 
据 基本 作 图 法 求 线 
段 m， 使 得 b:z= a: 
m, 这 时 容易 看 出 人 n 
=a°/b?, 现在 ,如 
图 50 所 示 , 作 4B= 
m= a*/b*, BC=¢, 
以 4C 为 直径 作 +m, 设 4C 在 B 处 的 垂 线 与 半圆 相 
194 
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交 于 D， 在 BD 上 截取 BE =b， 过 E 作 EF 平行 于 4C。 
据 基 本 作 图 法 求 BC 上 的 点 G 使 得 ED:BE = AB: BG, 
作 和 矩形 DBGH .过 HH 作 直 角 双 曲线 ， 以 EF 和 ED 为 浙 
近 线 〈 即 是 如 果 以 EF 和 ED 为 x 轴 和 y 轴 , WMA 
条 双 曲 线 的 方程 形式 为 xy= HHO: 。 设 此 双 曲 线 与 
半圆 相交 于 7, 过 7 与 DB 平行 的 家 线 与 EF 相交 于 K， 
与 BC 相交 于 L. 设 GH 与 EF 相交 于 M。 于是， 

1。 由 于 7 与 瓦 在 双 曲 线 上 ， 所 以 (EK) (KJ) 
=(EM)(MH) , 

2, 由 于 ED1BE= AB:BG， 所 以 (BG) (ED) 
= (BE)(AB) , i 
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3。 因此 ， 据 1， 2 可 得 (CEK)(K7) = (EM) 
(MH) = (BG)(ED) = (BE) (AB) 。 

4, 由 于 (BL)(LJ)=(EK)(BE+KJ) = 
(EK) (BE) + (EK)(K]) = (EK)( BE) + (AB)(BE) 
(#83) = (BE) (EK + AB)=(BE)(AL) ， 所 以 

(BL)? (LJ)? = (BE)? (AL)?*, 


5, 但 是 ， 据 初等 几何 有 (LI)*=(AL)(LO), 

6。 因此 ， 据 4 及 5 有 (BE)?*(4L)= (BL)? 
《LC)， 或 (BE)?(BL+ AB) = (BL)*( BC - BL), 

7. 在 6 中 令 BE=5，AB=as/b*，BC =c， 我 们 
#$3b?(BL+a°/b?) =(BL)*? (C-BL) 。 

8。 把 7 中 最 后 一 个 等 式 展开 ， 合 并 同类 项 得 
到 CBL)? +b? (BL) +a? =c(BL)?, H ie Tf D, 
x= 了 L 是 已 知 三 次 方程 的 根 。 

必须 承认 ， 凯 亚 姆 的 方法 很 巧妙 ， 中 学 教师 肯 
定 可 以 使 他 的 学 生产 生 兴 趣 。 所 要 的 双 曲线 可 以 
(利用 基本 作 图 法 ) 逐 点 通 出 ， 如 果 NN 是 EF 上 任何 
一 点 ，EF 在 N 处 的 垂 线 与 双 曲线 交 于 P， 则 有 
(EM) (MH) = (EN)(NP) ， 所 以 EN: EM = 
MH:NP， 即 NP 是 三 条 已 知 线段 EN，EM，MHH 的 
第 四 比例 项 。 这 样 就 可 以 标 出 双 曲 线 上 的 若干 点 ， 
然后 把 这 些 点 用 一 条 光滑 曲线 联结 起 来 ， 就 得 到 记 
求 双 曲 线 的 草图 了 。 可 以 向 学 生 提 出 一 个 数值 三 次 
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方程 xs +2x+ 8 = 5x2， 这 里 gc= 2, bax 2，c= 
5 ， 三 个 根 是 2 ，4 ，- 1 。 这 时 学 生 就 可 以 用 山 
亚 姆 方法 求 出 两 个 正 根 ， 也 许 他 还 能 把 这 个 方法 稍 
加 引 伟 求 出 负 根 。 这 是 一 个 很 好 的 “初等 ”研究 课 
题 。J。 工 。Coolidge 的 书 Tjpe Mathematics of Great 
Amateurs (Oxford, 1950) 第 二 章 (Omar Khayy- 
aD ，19-29 页 中 读者 还 可 以 找到 凯 亚 姆 对 其 他 几 
种 三 次 方程 的 几何 解法 。 

O。 凯 亚 姆 大 约 在 1123 年 逝 于 奈 萨 普尔 。 他 的 
一 个 学 生 、 萨 马 坎 德 城 的 K。 尼 扎 米 说 ， 他 经 常 同 
他 的 老师 凯 亚 姆 在 花园 里 交谈 ， 凯 亚 姆 有 一 次 说 ， 
他 将 来 要 安 药 在 北 风 可 以 把 玫瑰 花 辩 撤 满 坟 头 的 地 
方 。 过 了 几 年 ， 凯 亚 姆 逝世 了 ， 后 来 尼 扎 米 偶然 来 
到 奈 萨 普尔 ， 找到 了 他 老师 的 坟墓 ， 正好 在 一 座 花 
园 的 墙 外 ， 许 多 果树 梳头 伸 出 墙 外 ， 落 英 缤纷 ， 撤 
WAL, PARR. 

O, MUMBA KUERE BAA BTS 
尔 兰 翻译 家 EE。 费 兹 杰 授 德 心 领 神 会 的 译文 。 RB 
杰 授 德 逝 于 1883 年 ， 车 于 英国 萨 弗 克 那 博 支 城 一 个 
”小 教堂 的 幕 地 里 。1884 年 ，《 伦 敦 画 报 》 的 一 位 旅 
行 画家 W。 辛 普 森 来 到 奈 萨 普尔 ， 找 到 了 凯 亚 姆 的 
曹 地， 还 不 是 满目 荒凉 。 他 发 现 墓前 平台 的 周围 种 
了 一 些 玫瑰 树 ， 有 些 花 荚 还 挂 在 梳头 ， 他 摘 了 几 个 
带 回 英国 ， 交 给 克 尤 植物 园 @ 的 贝克 尔 先 生 。 贝克 

197 


尔 先生 播 下 了 这 些 种 子 ， 后 来 长 成 了 玫瑰 树 ， 其 中 
一 株 于 1893 年 10 月 7 日 移植 济 费 北 杰 授 德 的 莫 旁 。 


你 强 我 们 身 旁 那 含苞 窝 放 的 玫瑰 ， 

她 说 ，“ 鸭 啊 ， 我 那 宝 囊 的 丝 缘 一 旦 解 开 ， 
ENBEEN TRB, 

RRR ARTE. ” © 


练习 


14.1 用 假 置 法 解 《 荣 电 德 古书 》《〔 约 公元 训 
1650 年 ) 中 的 下 述 问题 ，“ 一 个 量 ， 其 2/3， 其 1/2 
及 其 1/7 加 在 一 起 为 38。 此 量 几 何 ?” 

14.2 AMERRE 图 51 所 示 四 边 形 的 边 BC 之 

a ， 


O 伦敦 西 交 著名 植物 国 . 一 一 译注 
O WAAR, WLI CREM PNR. 一 译注 
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长。 用 假 置 法 ， 取 BC 为 任何 适当 的 长 度 ， 例如 1 音 
位 ， 然 后 由 此 据 正 弦 定 律 算出 BA 与 BD， 再 据 余 Z 
定律 算出 4D。 等 等 。( 这 是 解 这 个 问题 最 实用 的 方 
法 ， 本 质 上 就 是 一 个 好 测 时 员 可 能 使 用 的 方法 。) 

14.3 在 研究 几何 作 图 时 ， 有 一 种 与 假 置 法 相 
当 的 作 图 法 ， 叫 做 “相似 法 ”。 这 种 方法 在 于 作 一 
个 图 形 与 所 求 图形 相 似 ， 然 后 利用 比例 关系 《 放 
大 ”为 正常 大 小 。 例 如 ， 假 设 我 们 要 作 已 知 三 角形 
ABC 的 内 接 正 方形 ， 使 得 正方 形 的 一 条 边 位 于 该 三 
角形 的 底 边 BC 上 ( 见 图 52), 首 先 ， 如 图 所 示 , HEX 
小 适当 的 一 个 正方 形 D'E FG'。 如 果 F' 落 在 AC 
上 ， 问 题 就 解决 了 ， 否 则 我 们 就 解决 了 关于 三 角形 
A'BC' 的 这 个 问题 ,三 角形 4 BC 相似 于 三 角形 
ABC, 以 B 为 相似 中 心 ,由 此 可 见 ,直线 BF' 交 4C 于 所 


求 三 角形 4BC 的 内 接 正 方形 的 顶点 开 。 
试用 相似 法 求 线段 DE， 使 得 DD 在 已 知 三 角形 
ABC ty ih AB, EB 在 边 4C 上 ， 且 BD = DE = EC、 
14.4 (QAP ESI a 题 ， 求 正 方形 
一 边 ， 使 得 正方 形 的 面积 成 去 其 边 长 得 870。 这 AM 
题 的 解法 如 下 ; “ 取 1 的 一 半 ， 即 1/2; 把 1/2 来 以 


1/2， 即 是 1/4 把 1/4 与 870 相 加 ， 得 到 870 士 、 最 
后 这 个 数 是 29 汪 的 平方 。 现 在 把 29 汪 加 上 1/2， 结 果 


是 30， 这 就 是 所 求 正方 形 的 边 长 。” 证 明 : EA] 
比 伦 解 法 正好 等 价 于 解 二 次 方程 
x? — px=4 
x= A/ (0/2)? + qt+p/2。 
(6) 另 一 古巴 比 伦 文献 载 有 二 次 方程 


1 


11x? + 7x=6 4 
的 解法 ， 先 遍 乘 以 11 得 到 


(ix? + 7 (1D)x=683, 


再 令 g= 11x 把 上 式 化 为 “正规 形式 ” 
y*+py=q, 
用 代 公 式 法 解 此 方程 得 
y= (/2)*+4q- 0/2, 
最 后 得 X=y/11。 
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证 明 ， 人 和 任何 二 次 方程 0xX* +bx+c= 0 都 可 以 由 
一 个 相似 变换 化 为 王 列 一 种 正规 形式 ， 
ye t+py=q, w=pyta y+q= py 
“其 中 与 9 都 是 非 负 数 。 就 我 们 所 知 ， 解 这 些 三 项 二 
次 方程 是 古 埃及 人 力 不 胜任 的 。 
1465 (4) 已 经 发 现 一 件 古书 比 伦 碑 文 , 载 有 从 
n= 1 直到 30 的 #3 十 N42 的 值 。 编 制 从 f= 1 直 刘 10 的 
这 种 信和 表 ， | | 

(b) 利 用 上 面 的 表 求 三 次 方程 x? + 2x? — 3136 
= 0 的 一 个 根 。 

(Cc) 公元 前 1800 年 左右 巴比伦 人 有 一 个 问题 
似乎 是 要 解 联 立 方程 组 

xyztxy=7/6, y= 2x/3, z=12%, ` 
试用 问题 (a) 的 表 解 此 方程 组 。 

(d)O, BRM CLF 18994) 认为 ， 古 
巴比伦 人 完全 能 够 把 一 般 的 三 次 方程 化 为 《正规 形 
R? ga 二 反 2=c， 虽 然 还 没有 证 据说 明 他 们 确实 做 
到 了 这 一 点 。 试 说 明 如 何 进 行 这 桩 的 简化 。 

14。6 Chka b, < 的 线段 ， 试 用 国 规 
直 尺 作 长 度 为 m=a3/bc 的 线段。 

147 (4) 利用 饥 亚 姆 方法 从 几何 上 求 三 次 方 
ix? + 2X+ 8 = 5X? 的 正 概 。 

(3) 把 这 种 方法 稍 加 引伸 求 负极 。 

14.8。() 说 明 不 完全 三 次 方程 ax3 +bx+c=0 
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可 以 从 下 述 几何 考虑 求 其 实 根 ， 在 笛 卡 尔 直角 坐标 
架 上 画 出 三 次 曲线 8 = x RH Raytbetre= 0, 
HARA (4) 的 方法 解 三 次 方程 Xx? + 6X 一 
15= 0. 
(c) 用 几何 方法 解 三 次 方 程 4xa 39x 435 = 
0 。 ` = 
(d) 证 明 ; 任何 完全 三 次 方程 ax3 + bx? + ex 
+d= 0 可 以 用 代 换 x= 2 一 8/3 化 为 变数 z 的 不 完 全 
(e) 用 几何 方法 解 三 次 方程 x? + 9x? 42004 
12= 0。 
有 趣 的 是 ， 不 完全 或 完全 三 次 方程 可 能 具有 的 
复 座 根 也 可 以 用 几何 方法 求 得 ， 例 如 见 Arthur 
Schultze, Graphic Algebra (New York, Mac- 
millan Company, 1922) , §58, $59, §65. 


进一步 的 读物 
Coolidge, J, L., The Mathematics of Great 


Amateurs, New York, Oxford University 
Press, 1949, , 
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“ 费 波 那 契 及 其 《 筹 书 》 


《公元 1202 年 ) 


印度 阿拉 伯 数 字 系统 之 所 以 在 西欧 得 到 传播 与 
普及 ， 主 要 是 因为 出 版 了 鼓吹 与 倡导 这 种 新 数字 的 
某 些 著作 。 | 
我们 知道 的 最 古老 的 阿拉 伯 算 术 著 作 是 阿 压 镜 
兹 米 的 著作 〈 约 在 公元 825 年 ) ,后 来 才 有 了 其 他 作 
者 写 的 一 些 阿拉 伯 算 术 著 作 。 这 些 算术 著作 中 有 仿 
照 印度 格式 提出 的 印度 数字 演算 法 则 ， 还 有 检验 算 
RHARD ARLE”, UE BEE”, “R 
假冒 法 ”， 即 是 某 些 代数 问题 的 非 代数 解 法 。 这 些 
著作 中 往往 还 阐述 了 平方 根 与 立 方 根 、 分 数 以 及 
“三 项 律 > 。@ 

阿 夸 锐 兹 米 论述 印度 数字 用 法 的 著作 产生 了 一 
个 通用 的 数学 用 语 ， 该 书 原 本 现 已 荡然 无 存 , 但 
1857 年 却 发 现 了 一 件 拉丁 文 译本 ， 开头 一 WE 

转 ” 兄 比例 的 两 个 中 项 之 积 等 于 两 个 外 项 之 积 ， 因 此 给 了 任 A 
三 项 就 可 求 出 其 余 一 项 . -一 译注 
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“Algoritmi,” XE MS ARK 个 名 字 
al-Khowarizm] 变 成 了 Algoritmi, 后 来 就 由 此 
派生 出 英语 中 现在 的 “算法 ”一 词 algorithm, 意 
谓 按 某 种 特定 方式 进行 的 、 正 规 的 演算 程序 。 

有 趣 的 是 ， 还 有 一 个 通用 的 数学 用 语 ， 即 是 
“代数 ”这 个 词 algebra， 也 是 由 于 阿 夸 锐 AKT 
出 现 的。 这 个 词 来 自 阿 夸 锐 兹 米 有 关 该 主题 的 一 件 
著作 的 标题 Hisãb al-jabr w al-mugabalah, RF 
面 直 译 是 “合并 相抵 论 ”， 也 可 以 意译 为 “ 移 项 消 
去 论 ” *。 该 书 原本 尚 在 ， 有 了 拉杆 文 译本 后 便 在 
欧洲 驰名 ， 结 果 欧 洲 人 在 很 长 时 期 内 把 al-jabr Bp 
algebra 这 个 词 当 作 “ 方 程 论 ”的 同义词 使 用 。 

阿拉 伯 语 里 的 al-jabr 这 个 词 还 有 一 :种 非 数 学 
的 意义 ， 那 是 西班牙 的 摩尔 人 @ 引 入 欧 . 州 的 .。 西 赛 
牙 请 里 的 algebrista 是 指正 骨 师 《骨折 复位 W). 
那 时 的 理发 师 通 常 自 称 为 algebrista， 因 为 正骨 和 
放血 是 中 世纪 理发 师 的 副业 。 理 发 师 的 这 个 老 行当 
”反映 在 今天 理发 店 那 熟 悉 的 红 白 条 相间 的 圆柱 标记 
上 。 
“现在 让 我 们 回来 再 讲 在 传播 印度 阿拉 伯 数 字 系 


+ “消去 方程 丙 端 相同 的 项 以 及 把 一 项 变 号 从 一端 移 到 另 一 
端 ， 这 些 运算 是 吉 代 代数 学 的 基本 法 则 . 一 一 不 注 

O 指 公元 八 世 纪 至 十 三 后 入 区 二 治 的 阿 
拉 伯 人 . 一 一 译注 


204 


， 统 中 某 些 有 影响 的 著作 ， 其 中 最 有 影响 的 是 一 部 称 
为 《 筹 书 》 的 著作 ， 那 是 1202 年 在 意大利 出 版 的 。 
这 部 著作 是 一 件 “ 数 学 史 普 华 ”， 本 讲 主要 就 是 讨 
论 这 部 著作 .。 l 
(BY HERE KS RRM CRB 
契 之 子 勒 欧 拉 多 ”，1175 一 1250? ), 他 是 中 世纪 最 
有 才华 的 数学 家 ， 生 于 商业 城市 比萨 ， 所 以 也 称 为 
比萨 城 的 勒 哆 拉 多 或 比萨 人 勒 欧 拉 多 ) 。 他 的 父 
亲 在 比萨 有 商业 联系 ， 当 时 意大利 的 许多 大 商号 都 
在 地 中 海 沿岸 各 地 设 有 货 栈 ， 所 以 当 他 父亲 在 非洲 
北海 岸 的 布 热 城 担任 海关 管理 人 员 时 ， 就 把 小 勒 欧 
拉 多 带 去 了 。 父 亲 的 职业 使 孩子 从 小 对 算术 发 生 兴 
趣 ， 后 来 费 波 那 契 还 到 过 阿拉 伯 的 一 些 港口 ， 广 泛 
游历 埃及 、 西 西里 、 希 腊 和 叙利亚 ， 接 触 到 东方 和 


阿拉 伯 的 数学 知识 。 费 波 那 契 深 信和 印度 阿拉 伯 演 算 


方法 的 实用 性 独占 鳌头 ， 所 以 他 回国 以 后 不 久 ， 就 
在 1202 年 出 版 了 他 的 名 著 《 筹 书 》。 

《 筹 书 》 第 一 版 现 已 葛 然 无 存 ， 我 们 能 够 见 到 
的 是 1228 年 出 版 的 第 二 版 ， 该 书 是 算术 与 代数 的 专 
著 ， 显 然 受到 阿 夸 锐 效 米 和 阿布 喀 米 尔 等 人 的 代数 
著作 的 影响 ， 但 实质 上 是 一 部 独立 的 著作 。 该 书 详 
细 说 明了 印度 阿拉 伯 数 字 记 法 及 其 相应 的 演算 法 
则 ， 备 元 推 重 。 该 书 共 十 五 章 ， 阐 述 了 新 数字 的 读 
法 和 写法 、 整 数 与 分 数 的 演算 方法 、 平 方 根 与 立方 
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根 的 计算 、 线 性 方程 及 二 次 方程 的 假 置 解法 与 代数 
解法 。 方 程 的 负 根 与 虚 根 未 予 认可 ， 代 数 推演 是 用 
文字 叙述 的 ， 也 讲 了 一 些 应 用 问题 ， 涉 及 以 物 易 
物 、 合 伙 经 商 、 混 合 平均 以 及 几何 测量 。 该 书 还 搜 
集 了 大 量 的 问题 ， 后 世 几 百年 间 的 作者 都 以 此 作为 
材料 的 来 源 。 不 过 ， 这 部 著作 立 特 见 影 的 效果 还 在 
于 传播 了 印度 阿拉 伯 数 字 系统 。 
”“.《 筹 书 》 中 某 些 问题 的 性 质 可 以 从 本 讲 所 附 练 
习 中 得 到 了 解 ， 现 在 我 们 来 评述 该 书 中 两 个 特别 有 
趣 的 问题 。 
《莱恩 德 古书 》 〔〈 约 在 公元 前 1650 年 》 中 大 多 
数 问题 的 考释 没有 什么 困难 ， 但 有 一 个 问题 ， 即 问 


题 79， 最 初 的 解释 是 令 人 困惑 不 解 的 。 该 问题 不 过 、 
就 是 一 组 数据 以 及 加 法 记号 ， 现 改写 如 下 ! 


产 ww 
房屋 7 
E 49 
鼠 | 343 
2 2401 
替 卡 特 单位 中 16807 


19607 
容易 看 出 ， 这 些 数 是 7 的 头 五 个 方 军 以 及 它们 的 
和 。 因 此， 最 初 认为 ， 古 书 作 者 可 能 是 用 “房屋 ”。 
“ 猫 ” 等 等 象征 性 的 用 语 来 表示 “一 次 宪 ”、“ 二 


O MEH (Hekat) ， 容 积 单位 名 称 ， 出 处 不 详 . 一 译注; 
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KE” Es, 

可 是 ， 德国 卓越 的 数学 史家 M。 康 特 〈1829 一 
1920) 于 1907 年 提出 了 一 个 解释 ， 更 加 合乎 情理 ， 
.更 加 引人入胜 。 他 认为 这 个 问题 是 中 世纪 曾经 流传 
而 且 是 费 波 那 契 在 其 《 筹 书 》 中 提 到 的 一 个 问题 的 
HRD, REMMI, “CRAIE, 
FREER SENEE, FARCE, FARE 
J, BEC. RA: E B.A. 7. H 
共 赴 罗马 总 数 几 何 ? ”后 来 这 个 问题 有 一 个 更 熟悉 
的 说 法 ， 那 是 一 首 古 英语 的 儿歌 ， 

POE ART, 
EKER 
SERCH, 
BRACE, 
每 猫 有 七 仔 ， 
FREE 


FE, REM. BRE, GREE 古书 》 中 原 
来 的 问题 可 以 陈述 如 下 ，“ 一 份 产 业 包括 七 所 房 
旦 ， 每 所 房屋 有 七 只 狂 ， 每 只 猫 吃 掉 七 只 老鼠 ， 每 
RERKRLRER BRERA KM eR 
HET. RR, SOPOLB RB. H.R. ZA 
REF MRBERR BEES D? ” 
这 个 间 题 可 能 是 作为 世界 谜语 集 的 内 容 而 流传 
下 来 的 。 当 抄写 人 阿 蒙 斯 把 它 抄 入 《莱恩 德 古 书 》 
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和 时， 显然 已 是 老生 长 谈 了 T， 当 费 波 那 契 把 它 的 一 .种 
说 法 编 入 《 筹 书 》 时 ， 已 将 近 有 三 千年 的 历史 了 ， 
后 来 差不多 又 过 了 八 百年 ， 我 们 才 给 孩子 们 讲 另 一 
种 说 法 。 人 们 不 禁 想 问 ， 象 古 英语 儿歌 里 那样 意 想 
不 到 的 变化 是 否 在 古 埃及 的 问题 里 就 可 能 已 经 有 
了 ， 可 是 ， 这 种 变化 很 可 能 是 岩 格 鲁 撤 克 AON 
贡献 . 

.我 们 现在 的 一 些 刊 物 上 不 时 腊 出 来 的 许多 智力 
问题 在 中 世纪 都 有 其 相应 的 说 法 ， 其 中 有 些 问题 可 
以 上 济 多 久 现在 是 几 不 可 考 了 ”. 

我 们 现在 来 讲 《 筹 书 》 中 第 二 个 特别 有 趣 的 问 
题 ， 可 能 是 该 书 中 最 有 影响 的 问题 了 ， 摘 录 如 下 ， 
“如果 每 一 对 兔子 按 月 生产 一 对 新 兔子 ， 这 对 新 锡 
”第 二 个 月 起 开始 繁殖 ， 试 问 ， 一 对 免 子 一 年 能 繁 歼 
出 几 对 兔子 ?”Q@ 不 用 费 多 大 劲 就 可 以 证 明 ， 这 个 
问题 最 后 产生 下 面 这 个 有 趣 的 数列 〈 诸 项 是 逐 月 出 
现 的 兔子 对 数 ) ， 加 

ly 15 2, 3, 5, cy Xs Ys ath, ae 


D 泛 指 古代 英国 人 。 一 一 译注 
+ QD, E, Smith, On the Origin-of Certain Typical 
Problems, Amer, Math, Monthly, vol, 24 (1917),Pp, 

64-71, -BÈ 

® 这 里 还 应 加 上 一 个 重要 的 条 件 , 即 每 对 兔子 只 生产 WK, B 
划 不 能 得 到 下 面 的 数列 。 例 如 ， 在 得 到 1，1，2 后 总 共 已 有 四 对 免 
子 ， 如 果 最 初 一 对 兔子 继续 生产 ， 过 一 月 后 , 总共 将 生产 四 对 钢 于 ， 
独 不 是 三 对 。 一 一 译注 
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其 中 头 两 项 是 1 ， 然 后 以 后 各 项 就 是 前 面 紧邻 的 两 
项 之 和 。 这 个 数列 称 为 费 波 那 疲 数列 。 不 期 而 遇 的 情 
况 多 得 惊人 ， 可 以 应 用 于 分 解 问题 〈 例 如 把 一 个 正 
方形 分 解 为 不 相等 的 若干 正方 形 ) 、 工 艺 问题 、 密 
蜂 繁 殖 问 题 、 植 物 叶 序 间 题 ， 而 且 是 数学 各 个 场合 
的 不 速 之 客 。 
REN ASOT WLR, HPT BB 
Sh, POONA RRR 
螺旋 线 的 弧 围 成 的 ， 如 图 53 所 示 。 这 里 有 一 个 奇妙 
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鹊 现 象 ， 如 果 数 一 下 顺 时 针 螺旋 线 的 条 数 ， 再 数 -- 
下 反 时 针 螺旋 线 的 条 数 ， 就 会 发 现 这 两 个 数 正 好 是 
HRMS PAM OPM, RL, ETE 
Fe CME RB) 的 种 子 顶头 都 是 如 此 ， 向 日 
费 不 过 是 由 于 种 子 和 柄 头 都 很 大 ， 容 易 检 验 轩 了 ， 
顺便 说 一 下 ， 还 有 一 个 奇妙 的 现象 ， 上 面 提 到 的 那 
些 螺 旋 线 都 是 对 数 螺 旋 线 。 ; 

其 次 ， 再 来 看 植物 茎 部 侧面 长 出 的 呀 子 〈 或 同 
SERA) 。 如 果 我 们 事先 在 茎 底 附近 的 某 片 叶子 
上 做 个 标记 ， 然 后 沿 着 茎 部 山上 数 一 下 叶片 数 ， 一 
直 数 到 正好 在 原来 那 片 叶子 上 方 0 的 一 片 叶子 为 
tk, MARTH HE UE W R 数 列 的 一 项 。 些 
外 ， 如 果 我 们 沿 着 茎 部 问 上 数 一 下 要 绕 奔 部 转 多 少 
加 才能 到 达 正 好 在 原来 叶片 上 方 的 那 片 叶子 ， 那 么 
这 个 数 通常 是 费 波 那 契 数 列 中 前 面 那个 交错 项 。 在 
TOBE AN ADIs HBA, PMS Ht 
SAR. PRK. WREE REER ER, 
等 等 。 

EA AT ZH 
iB, BD : | 


i 1 2 3 
1’ 2’ 3’ 5” 8’ 13 


e., 


QD 注 章 ， 植 物 叶片 在 回 柱 形 蔚 部 侧面 上 是 旋转 向 上 分 布 的 ， 
.这 里 是 指 在 同一 条 经 线 上 的 叶子。 一 一 译注 
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那么 可 以 从 数学 上 证 明 。 这 个 比值 数列 的 极 限 什 
是 

r= (V5 -1)/2, 
这 就 是 第 五 讲 讨论 过 的 著名 的 黄金 比值 , 因此， 自然 
界 似 乎 总 是 条 条 道路 通 向 黄金 比值 。 

费 波 那 契 数列 在 数学 各 部 分 都 有 许多 意 想不到 
的 用 处 。 例 如 ， 利 用 软 转 相 除 法 * 的 计算 程 序 OR 
两 个 已 知 正 整数 的 最 大 公约 数 时 ， 要 进行 一 定量 相 
SA, EULA RE, 是 否 可 以 事先 确定 除法 
次 数 的 界限 ? 答案 就 是 G。 拉 梅 〈1795 一 1870) 的 
下 述 优秀 定理 。 求 两 个 正 整 救 的 最 大 公约 数 , 所 需 除 法 的 
次 数 决 不 大 于 二 数 中 较 小 一 数 的 位 数 的 五 倍 。 这 个 定理 
的 证 明 主 要 是 利用 费 波 那 契 数 列 的 某 些 性 质 1@ 

有 关 这 个 无 处 不 在 的 费 波 那 契 数列 及 其 性 质 的 
文献 已 是 省 牛 充 栋 ， 而 且 还 在 继续 增长 ， 那 些 引 人 

入 胜 的 关系 ， 就 象 三 角形 的 几何 性 质 一 样 ， 似 乎 是 
”到 之 不 尽 的 。 事实 上 ，1963 年 ， 以 J[，V。 Wg 
博士 为 首 的 一 群 费 波 那 自 数列 迷 成 立 了 “ 费 被 那 身 
协会 ”， 开 始 出 版 一 份 刊物 《 费 波 那 契 季刊 》， 主 
”要 是 发 表 费 波 那 奖 数列 以 及 有 关 数 列 的 研究 文章 。 
这 份 刊 物 问世 头 三 年 就 发 表 了 这 个 特殊 领域 中 将 近 


» 见 第 八 讲 练习 8.4. 一 一 原 注 
D 见 《 数 学 瑰宝 》 第 二 辑 ， 七 ， 四 川 教育 出 版 社 出 版 。 一 一 
RE 
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千 页 研究 文章 ，1968 年 ， 该 刊 出 了 三 期 增刊 ， 不 遗 
余力 ， 总 算 多 少 处 理 了 那 大 批 的 积压 稿件 。 这 种 狂 
热 的 活动 还 在 有 加 无 已 。 

费 波 那 契 除了 《 筹 书 》 以 外 还 写 过 另 一 些 著 
作 ， 例 如 ，1220 年 出 版 了 他 的 《几何 实践 》， 广 泛 
收集 了 有 关 几 何 及 三 角 的 材料 ， 论 证 巧妙 、 严 格 而 
且 独 具 匠 心 ， 约 在 1225 年 ， 费 波 那 契 写 了 他 的 《 求 
积 篇 》， 这 是 有 关 不 定 分 析 的 一 部 精采 而 独到 的 著 
作 ， 使 他 跻身 于 刁 番 图 与 费 马 之 间 ， 成 为 该 领域 中 
独步 一 时 的 数学 家 。 他 的 这 些 著作 是 当时 大 多 数学 
者 望尘莫及 的 ， 

吉 波 屠 契 的 数学 才能 受到 西西 里 的 诺 昌 王国 旨 
雷 灼 克 国王 这 位 学 术 价 导 者 的 注意 ， 结 果 ， 费 波 那 
契 应 召 入 朝 ， 参 加 一 次 数学 比赛 。 国 王 的 一 个 侍 
从 、 帕 勤 莫 城 的 宙 王 尼 @ 出 了 三 道 题 ， 费 波 那 RS 
都 解决 了 ， 这 次 大 显 身 手 使 他 声誉 更 起， 

第 一 个 问题 是 求 有 理 数 x， 使 得 x** + 5 和 x? 一 
5 孝 是 有 理 数 的 平方 . 费 波 那 契 的 答案 是 x= 41/12, 
答案 正确 ， 因 为 (41/12)2+ 5 = (49/12)*, T 
(41/12)2- 5 = 《31/12)*。 这 个 解 管 后 来 收入 
RRA y 

第 二 个 问题 是 解 三 次 方程 


O 帕 勤 莫 为 西西 里 岛 西 北部 城市 . 这 里 的 密 ERERKEN n, 
这 是 意大利 人 名 Giovanni 的 英语 通 译 ， 
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x? + 2x7 +10x= 20, 


REMRRAEY, BVHBORARAA MO 


Varo 这 种 无 理 形式 ， 换 名 话说， 方程 的 根 不 
能 用 圆规 直 尺 作 图 。 然 后 他 得 到 一 个 近似 解 ， 用 十 
进位 记 法 就 是 

1.3688081075， 
精确 到 小 数 点 后 九 位 。 这 个 解答 后 来 发 表 在 费 波 那 
契 的 一 件 题 为 《 花 团 锦 焦 》 的 著作 里 ， 未 附 任何 说 
明 ， 所 以 费 波 那 契 是 如 何 求 出 这 个 解答 的 ， 确 实 使 
人 大 或 不 解 。 

第 三 个 问题 最 容易 ， 也 载 入 《花团锦簇 》。 问 
题 如 下 ， “三 人 拥有 钱币 一 堆 ， 其 应 得 份额 为 1/2， 
1/3，1/6。 每 人 先 从 中 各 取 若 干 ， 取 尽 无 余 。 然 后 
甲 退 回 所 取 1/2， 乙 退回 1/3， 丙 退回 1/6, 所 退 总 客 
三 人 均 分 ， 结 果 每 人 适 得 其 应 得 之 份额 。 试 问 ， 原 
A RYE BOL? 各 人 最 初 从 中 所 取 几 何 ? ” 费 波 
那 契 对 此 问题 的 解法 实质 如 下 。 设 * 表 示 原 来 的 总 
额 ，3x 表 示 退 回 的 总 额 。 各 人 收 到 退回 总 额 的 三 分 
之 一 以 前 ， 所 持 数 额 分 别 为 ;/2 一 *，s/3 一 *，s/6 一 
x， 这 三 个 数 也 就 是 他 们 退回 最 初 所 取 的 1L2,1/3， 
1/5 后 持 有 的 数 锋 , 所 以 最 初 所 取 数 额 分 别 是 2 (s/2 
=x) , (8/2)(8/3-*) ， (6/5)(8s/6- %2), =Z% 
相 加 ， 其 和 为 ;s， 从 而 得 到 7s = 47x。 这 是 一 个 不 定 
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问题 ， 费 波 那 契 取 s= 47, x= 7. FH, HA 
从 钱 堆 中 所 取 的 数额 为 33，13，1。 

费 波 那 契 在 其 著作 上 的 署名 有 时 用 Ieomardo 
Bigollo。 但 是 Bigolio 有 有 了 两 个 意思 ， 可 以 麦 示 “ 旅 游 
#”, WWW RR”. WRB ITS 
字 可 能 是 说 ， 他 是 一 位 旅游 家 ， 因 为 他 确实 如 此 。 
但 是 流传 的 一 则 软 事 说 ， 他 很 乐意 使 用 这 个 署名 ， 
理由 是 当时 有 些 人 说 他 是 愚 误 〈 由 于 他 醇 心 于 新 的 ， 
印度 阿拉 伯 数 字 ) ， 而 向 那些 信 口 只 黄 的 人 显示 一 
个 遇 混 所 能 取得 的 成 就 ， 则 是 他 的 赏 心 乐 事 。 


练习 


,15*1 (a) 证明: 一 个 自然 数 的 各 位 数 之 和 除 
以 9， 以 及 这 个 数 本 身 除 以 9， 所 得 余数 相同 。 
从 已 知 自然 数 除 以 整数 nn 得 到 余数 的 运算 称 为 
“4 会 去 1” 。 上 述 定理 表明 。 仿 去 9 特别 容易 。 
(b) 一 个 已 知 自然 数 除 以 9 所 得 余数 称 为 
这 个 自然 数 的 盈 数 。 证 明 下 列 两 个 定理 : (1) 和 
的 盈 数 等 于 诸 被 加 数 的 副 数 之 和 的 盈 数 《2 ) 二 数 之 积 
的 盈 数 等 于 此 二 数 各 数 之 积 的 盈 数 。 
报 据 这 两 个 定理 ， 可 以 利用 会 九 法 米 检 验 加 法 
和 来 法 的 结果 。 > 
(c) 把 478 与 993 先 相 加 ， 后 相 来 ， 用 Sue 
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检验 结果 。 

15°2 (4) 证明: 如果 把 一 个 自然 数 的 各 位 
数字 任意 重 排 构 成 一 个 新 数 ， 那 么 新 老 两 数 之 差 被 
9 整除 。 

EMT VERA RR: PREAH IL Bt 
双方 之 和 不 等 ， 这 两 个 和 数 之 差 又 被 9 整除， 那么 
错误 很 可 能 是 由 于 把 借方 或 贷方 记 入 账本 时 数字 移 
位 引起 的 。 

O 解释 下 述 数 字 把 戏 ， 请 你 想 好 一 个 数 ， 
把 各 位 数字 次 序 类 到 得 到 一 个 新 数 ， 从 大 的 减 去 小 
a, eZRRAM EGR, RRR P HME IT 
一 个 非 堆 数字 ， 最 后 说 出 结果 $ 这 时 我 就 可 以 猜 出 
你 别 除 的 那个 数字 ， 即 是 9 减 去 你 宣布 的 那个 结果 
hak. 

15.3。 求 方程 近似 实 根 最 老 的 一 个 方法 就 是 所 
regula duorum falsorum, 我 们 经 党 叫 i DUR 
置 法 。 这 个 方法 似乎 起 源 于 印度 ， 后 来 阿拉 伯 人 加 
以 采用 。 现 代 形 式 的 简单 提 法 是 这 样 ， 设 X1 和 Xs 是 
两 个 数 ， 与 方程 1(X) = 0 的 实 根 x 相近， LEAK 
一 侧 ， 于 是 点 (XxX1，f(X1)) 和 Or, £%.)) 的 联 
RARE RIE ERIE 似 tix, (LA 
54) 。 证 明 人 


xf (x1) — Xi1f (%2) 


f(x1) —F(%2) 


X; = 
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: (x1 (x1) ` 


图 54 


这 个 方法 现在 又 可 以 应 用 于 寺 当 的 一 对 数 X1，Xs 或 
Xss %2 7. 、 

15.4 《4a) 用 双 假 置 法 计算 方程 x? 一 36x 4-72 
= 0 在 2 与 3 之 间 的 实 根 ， 精 确 到 小 数 点 后 三 位 。 

(6) 用 双 假 置 法 计算 方程 Y-tanx= 0 在 4.4 

与 4.5 之 间 的 实 根 ， 精 确 到 小 数 点 后 三 位 。 

15。5 从 《 筹 书 》 中 关于 免 子 繁殖 的 那个 问题 
FF BH BAB RF, . 

15.6 urA TERMAK 的 第 43 项， 证 
明 ， 
Ca) Unyitnr=unt(-1)', m<2, 


(b) un= C1 t/ 5) (1-15) [2° 5, 
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C) lim(un/unys) = (V5 ~ 19/2, 
n> 


(d) tn Suna 5#. 
15.7。 解 《 筹 节 》 中 的 下 列 问题 。 头 一 个 问题 
是 洛 士 坦 丁 休 的 一 位 学 究 向 费 波 那 契 提出 的 ， 第 二 
个 问题 的 目的 是 为 了 说 明 三 项 律 。 
(a) 如 果 4 从 如 处 得 到 7 PUIG, RAG 
钱 数 为 了 的 钱 数 的 五 倍 如 果 B 从 4 处 得 到 5 MELA 
”有 柔 ， 则 B 的 钱 数 为 4 的 钱 数 的 七 信 。 试 问 每 个 人 各 有 
多 少 钱 ? 
O 某国 王 派 30 人 至 果园 植树 。 如 果 这 些 
人 9 天 能 植树 1000 株 ， 那么 36 人 植树 4400 株 需 几 
天 ? . 
15:8 解 《 薄 书 》 中 的 下 述 问题 ， 这 是 后 来 许 . 
格 和 欧 拉 著作 中 提出 的 遗产 问题 的 例子 。 
菜 人 遗留 给 其 长 子 一 个 贝 珍 特 回 以 及 所 余 的 七 
分 之 一 ， 然 后 再 从 剩余 部 分 中 留 给 次 子 两 个 贝 珍 特 
以 及 所 余 的 七 分 之 一 ， 接 着 从 新 的 剩余 部 分 中 留 给 
三 子 三 个 贝 珍 特 以 及 所 余 的 七 分 之 一 。 他 继续 这 样 
留 给 每 个 儿子 的 贝 珍 特 比 前 一 个 儿子 多 一 个 ， 再 加 
上 所 余 的 七 分 之 一 。 结 果 ， 按 照 这 种 分 法 ， 最 小 的 
儿子 得 到 剩 下 的 全 部 财产 ， 而 且 所 有 的 儿子 所 得 份 


O 十 罗 马 钱币 名 。 一 一 译注 
O 十 代 拜 缆 庭 帝国 金币 名 一 一 译注 
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额 都 相等 。 试 问 ， 业 人 有 几 个 儿子 ， 财 产 有 多 少 ? 
15*9 证 明 ; l 
a? —2ab—b*, a? +b?, a?+2ab-b? 
这 三 个 数 的 下 方 成 等 盖 数 列 。 如 果 C= 5, b=4, 
则 公差 为 720， 而 第 一 个 平方 数 是 41? -720 = 312， 
第 三 个 平方 数 是 412 + 720= 49?。 除 以 127 我 们 得 到 
费 波 那 契 对 第 一 个 比赛 问题 的 解 。 问 题 中 的 5 如 果 
换 成 1，2，3 或 4， 则 问题 无 解 。 费 波 那 契 曾 证 
明 ; 如 果 x 与 h 者 是 整数 ， 使 得 Xx* t hix 一 天 都 是 完 
EFA, Whee, 例如， 我 们 有 5?+24= 
72, 5?~24= 1 以 及 102+96=142，102 一 96=22。 
15°10 MREMA IEH) P 提 出 的 下 
述 问题 。 这 个 问题 后 来 有 种 种 不 同 的 提 法 ， 其 内 容 
实质 上 就 是 年 金 的 观念 。 ， 
一 人 经 过 七 道门 进入 果园 ， 摘 了 藻 干 革 有 果 ， 离 
开 果 园 时 他 给 第 一 个 看 门人 他 摘 的 全 果 之 半 外 加 一 
个 ， 给 第 二 个 看 门人 所 余 革 果 之 半 外 加 一 个 ， 对 其 
余 五 个 看 门人 也 都 如 法 处 理 ， 结 果 出 有 果园 后 还 剩 下 
一 个 苹果 ， 试 问 ， 他 在 果园 摘 了 多 少 革 果 ? 


进一步 的 读物 


Hoggatt, V. E., Jr., Fibonacci and Lucas 
Numbers, Boston, Houghton Mifflin, 1969, 
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Sullivan, J, W. N., The History of Ma- 
thematics in Europe from the Fall of Greek Science 
io the Rise of the Conception of Mathematical 
Rigour, New York, Oxford University Press, 
1925, 
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“十 六 、 一 个 称奇 古怪 的 故事 


三 次 及 四 次 方程 的 代数 解 


《公元 1554 年 ) 


第 十 四 讲 中 我 们 曾经 谈 到 波斯 的 诗 人 数学 家 
O。 凯 亚 姆 如 何 用 包 何 方法 求解 三 次 方程 ， 本 讲 中 
我 们 将 会 看 到 ， 差 不 多 过 了 500 年 ， 意 大 A 的 数学 . 
家 们 才 终 于 找到 了 三 次 方程 的 代数 解法 ， 过 后 不 
扩 ， 又 找到 了 四 次 方程 的 代数 解法 。 这 些 成 就 接 旺 
oe 在 数学 史上 蔚 为 壮观 ， 是 两 件 “ 数 学 SE 

传说 中 有 些 光怪陆离 的 成 分 有 些 角色 也 是 
ern Law mL 

简 言 之 ， 情 节 似乎 是 这 样 。1515 年 左右 ， 波 隆 
尼 亚 @ 大 学 数学 教授 S$。 德 费 柔 (1465 一 1526) 对 于 
没有 二 次 项 的 三 次 方程 ， 即 形 如 xX? + mx =n 三 次 
方程 ， 获 得 代数 解法 ， 他 的 工作 很 可 能 是 依据 古 阿 
拉 伯 人 的 资料 。 他 没有 把 他 的 发 现 公 诸 于 世 ， 而 是 
作为 一 个 秘密 透露 给 他 的 学 生 A。M。 费 欧 尔 。 后 


@ 意大利 北部 城市 。 一 评注 
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来 ，1535 年 左右 N. WA (1499—1557, 通 
称 塔 塔 里 亚 [ 吼 里 咕噜 )， 因 为 幼年 受伤 影响 了 说 话 
ED 声称 对 于 没有 线性 项 的 三 次 方程 ， 即 是 形 
如 zs + px? = 4 的 方程 ， 找 到 了 代数 解法 。 费 欧 尔 认 
HRN EAMES RET, Ge EF 
提出 挑战 ， 公 开 比 赛 ， 在 一 定时 间 内 和 解 若 于 个 三 次 
方程 ， 册 比赛 双方 在 规定 的 比赛 时 刻 疝 对 方 提出 ， 
激 目 同等 。 塔 塔 里 亚 接受 了 挑战 ,发 愤 图 强 ,到 规定 
的 日 期 前 几 天 就 找到 了 没有 二 次 项 的 三 次 方程 的 代 
数 解 法 。 参 加 这 一 比赛 要 有 能 力 解 两 种 三 次 方程 ， 
费 欧 尔 只 能 解 一 种 方程 ， 所 以 搭 塔 里 亚 取得 完全 的 
胜利 。 后 来， 一 个 在 米兰 @ 教 数学 又 行医 的 无 陪 之 
RG. RAW (1501—1576) Ve WER 日 
决 不 泄密 ， 骗 取 了 三 次 方程 解法 的 关键 。1545 年 ， 
卡 大 诺 在 德国 纽伦堡 出 版 了 他 的 《大 法 》 一 书 ， 这 
是 一 部 重要 的 拉丁 文 代数 著作 ， 其 中 登峰造极 的 部 
分 就 是 塔 塔 里 亚 的 三 次 方程 解法 。 塔 塔 里 亚 提出 了 
强烈 的 抗议 ， 但 遭 到 卡 大 诸 最 能 干 的 学 生 工 。 WK 
授 锐 (1522 一 1565》 的 反击 , 他 争辩 说 : 卡 大 诺 是 通 
过 第 三 者 从 德 费 柔 那里 获悉 这 一 解法 的 ， 反 而 谴责 
塔 塔 里 亚 书 窃 了 同样 的 资料 。 接 是 而 来 的 是 一 场 猛 
烈 的 争吵 ， 结 果 塔 堪 里 亚 伐 倍 获 保 首领 而 归 。 


© ”意大利 北部 城市 。 一 一 译注 
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” ”这 个 故事 的 某 些 细节 有 种 种 不 同 的 说 法 ， 因 为 
这 出 闸 剧 中 的 那些 角色 似乎 并 不 总 是 尊重 事实 真相 
的 。 


卡 大 诺 在 其 《大 法 》 中 对 三 次 方程 xs + meen 
给 出 的 代数 万 法 ， 其 实质 如 下 。 考 虑 廿 等 式 
(a—b)* + 3ab(a-—b) =a* — 5? , 
Ia bp 
3ab=m, a3 -b° =n 
则 x 由 a-5b 给 出 。 对 上 面 两 个 方程 求解 4 与 6， 
得 到 . 
a= J (n/2)+ J (n/2)*+ Cm/3)s 9 
> b= J- (0/2) + Cn/2) + (m/3) °» 
所 以 x 就 由 所 谓 的 卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公 式 确定 : 
© asi (nD) + GD ma 
/D+ C DF GD e 
此 外 ， 一 - 般 的 三 次 方程 
ax? +bx?+cx+d= 0 


BARH x = 2 b/30 可 以 变 成 


zs+mz=n , 
的 形状 ， 所 以 上 述 解 法 也 就 可 以 解 所 有 的 三 KA 
程 。 
一 般 的 三 次 方程 获得 代数 解法 之 后 不 久 ， 一 般 
的 四 次 方程 〈 或 称 双 二 次 方程 ) WR A TAR 数 解 
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法 。1540 年 ， 意 大 利 数学 家 Z.de T, WERK E 
大 庄 提 出 下 述 问 题 ， “把 10 分 成 三 份 成 连 比 ， 头 两 
顶 之 积 为 6 。” 如 果 把 这 三 份 记 为 2，&b6，c， 则 有 
a+b+c=10, ac=b*, ab= 6, 
容易 看 出 ， 消 去 a 和 c 得 到 四 次 方程 
bs+6b? +36=60b, 
卡 大 诺 没 有 办 法 解 这 个 方程 ， 可 是 他 的 学 生 费 尔 授 
SUR RTs 他 想 出 一 个 办 法 可 以 求解 形 如 
xt + px? +gx+r= 0 
的 任何 四 次 方程 ， 而 一 般 的 四 次 方程 经 过 一 个 简单 - 
的 线性 变换 就 可 以 化 为 上 述 形式 。 从 上 述 四 次 方程 
-得 到 
x* +2px? +p? = px? -qx-1+p* 
Bp 
Cx? +p)? = px? -qx +p? 
PARERE 
(x? +p+y)?=px? -qx +p? -r + 2y (x? +p) 
+ 
= (p+2y)x?—.qx+ (p? 一 了 十 
2pyty*) 。 
现在 取 # 使 得 这 个 方程 右 端 成 为 完全 平方 ， 即 " 
4 (pt 2y) (bp? —1+2pyt+y?)-G=0, 
* ZABRAT + Bx+C 是 一 个 线性 西数 的 平方 ， KEER 
#5414CC - B? =0。 一 一 原 注 
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但 这 个 条 件 是 y 的 三 次 方程 , 所 以 可 以 用 前 述 方 法 
求解 。 这 样 一 个 y 值 就 使 原来 的 问题 化 9 — 
是 求 平 方 根 的 问题 罢了 。 

© RAL A HSE RE BL 
解法 收入 了 他 1545 年 的 《大 法 》 一 书 中 。 

过 了 不 久 ， 一 般 的 三 次 和 四 次 方程 又 有 了 另 一 
些 代数 解法 。 本 讲 末尾 我 们 还 要 讲 十 六 世纪 的 数学 
RF, MIRE (1540—1603) 发 明 的 那些 解法 (过 
世 以 后 发 表 ,1615 年 ) ,以 及 R. 笛 卡尔 (1596—1650) 
于 1637 年 提出 的 四 次 方程 解法 。 不 过 ， 目 前 为 了 增 
添 一 些 兴味 ， 让 我 们 讲 一 点 有 关 三 次 方程 代数 解法 
史话 里 两 位 主角 卡 大 诺 和 塔 塔 里 亚 的 传记 材料 。 

G。 卡 大 诺 是 数学 史上 最 为 怪诞 的 人 物 之 一 ， 
1501 年 生 于 帕 维 亚 @， 是 一 位 法 官 的 私生子 ， 成 年 
之 后 性 情 喜 怒 无 常 ， 他 一 面 行医 ， 一 面 兼 搞 数学 研 
究 、 教 学 及 著述 。 游 历 苏格兰 后 ， 他 相继 在 帕 维 亚 
大 学 和 波 隆 尼 亚 大 学 占据 重要 位 置 。 他 当 过 占星 家 
wee, APR RRM RAR, Bath 
竞 然 斗 胆 包 天 发 表 了 基督 命运 星 占 图 。 后 来 他 辞去 
波 隆 尼 亚 的 职位 ， 迁 居 罗 马 ， 当 了 占星 家 ， 声 誉 显 
扬 。 说 来 也 怪 ， 由 于 他 当初 因 异 端 邪说 而 身 陷 图 
图 ， 竞 然 作为 罗马 教廷 的 占星 家 得 到 ERE. 
1576 年 他 自虐 于 罗马 ， 据 传 是 为 了 使 他 早年 对 其 死 

O 者 大 利 北部 起 市， 译注 
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期 的 占星 术 预 言 得 以 应 验 。 有 很 多 传说 谈 到 他 的 牌 
气 暴躁 ， 例 如 ， 他 的 小 儿子 有 一 次 吵 得 他 心 烦 意 
乱 ， 他 勃然 大 她 ， 竞 然 割 掉 了 那 孩 子 的 两 只 耳 采 。 
他 树 天 太 多 ， 有 些 故事 很 可 能 是 他 顶 擅 过 的 那些 人 
夸大 其 词 肆意 泻 染 的 结果 。 因 此 ， 他 可 能 受到 过 分 
”的 诽谤 ， 这 个 看 法 当然 是 以 他 的 自传 佐证 的 。 
卡 大 庄 作 为 当时 最 有 才华 的 多 面 手 ， 写 过 许多 
”著作 ， 涉 及 算术、 天 文学 、 物 理 、 医 学 以 及 其 他 学 
科 。 他 的 鸿 篇 巨制 是 其 《大 法 》 一 书 ， 这 是 专 讲 代 
数 的 第 一 部 杰出 的 拉丁 文 著作 ， 其 中 讲 到 方程 的 负 
根 ， 也 谈 到 虚数 的 运算 ， 还 有 求 多 项 式 方程 实 根 近 
似 值 的 一 种 粗糙 的 方法 ， 有 些 证 据说 明 他 熟悉 笛 卡 ， 
尔 的 “ 正 负 号 规则 ”， 这 在 今天 大 专 院 校 的 代数 课 ， 
程 里 有 时 还 会 磁 到 。 卡 大 诺 也 是 一 个 积 重 难 返 的 赌 
杭 ， 写 过 一 本 周 从 指南 的 书 ， 其 中 还 有 荣 些 有 趣 的 
概率 问题 。 

塔 塔 里 亚 于 1499 年 左右 生 于 布雷 沙 @， KEE 
活 艰难 困苦 。 当 法 国人 1512 年 夺取 布雷 沙 时 正当 少 
年 ， 随 之 而 来 的 是 一 场 残暴 的 屠杀 ， 塔 塔 里 亚 和 他 
的 父亲 〈 该 城 的 邮递 员 ) 借 众 逃 入 教堂 避难 ， 可 是 
法 国 兵 穷 妃 不 含 ， 结 果 圣 墙 之 内 血肉 横 飞 ; 父亲 被 ， 
杀 ， 和 孩子 头骨 破裂 ， 上 下 疆 被 砍 出 一 条 大 口子 ， 委 
© 意大利 北部 城市 。 一 一 译注 
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Hi. AR, 孩子 的 母亲 来 到 教堂 寻找 家 人 ， 发 
现 丈 夫 已 死 ， 儿 子 还 活着 ， 她 终于 设法 把 儿子 弄 
走 ， 由 于 没有 条 件 请 医生 治疗 ， 她 想起 了 受伤 的 狗 
总 是 花 伤 口 ， 所 以 就 给 孩子 栈 伤 。 后 来 塔 塔 里 亚 把 
幸免 于 死 归 功 于 这 种 原始 的 治疗 ， 但 是 杜 骨 的 损伤 
HRT HASNT, HABA A “OLB 
哺 史 ”的 绰号 。 后 来 他 母亲 想方设法 摸 够 了 钱 ， 把 
他 送 进 学 校 读 了 十 五 天 ， 他 充分 利用 了 这 次 微小 的 
机 会 ， 顺 手 奉 羊 拿 走 了 一 本 习 字 帖 ， 后 来 他 就 赁 这 
个 自学 ， 读 书写 字 。 据说， 他 没有 钱 买 写字 纸 ， 便 
赛 向 医 地 以 碑 石 当 石板 写字 。 后 来 他 一 生 在 意大利 
各 城市 教 数学 和 其 他 科学 谋生 。 塔 塔 里 亚 1557 年 逝 
于 威尼斯 。 

塔 塔 里 亚 是 一 位 有 才华 的 数学 家 。 除 了 有 关 三 
次 方程 的 工作 以 外 ， 他 也 许 还 是 第 一 个 把 数学 用 来 
研究 炮火 射击 的 人 。 他 写 的 一 部 〈 两 卷 ) 算术 著作 
一 般 认为 是 十 六 世纪 意大利 的 上 品 ， 详 细 论 述 了 数 
值 运 算 以 及 当时 商业 上 的 惯用 算法 。 他 还 出 版 过 欧 
” 几 里 德 和 阿 基 米 德 的 著作 。 

1572 年 ， 即 卡 大 诺 去 世 前 几 年 ，R。 HERA 
利 “〈 约 1526 一 1573》 出 版 了 一 部 代数 著作 ， 对 于 有 
关 三 次 方程 的 知识 做 出 进一步 的 贡献 。 有 关 方 程 论 
揭 一 些 教 本 中 已 经 证 明 ， 三 次 方程 xs + mx=1 的 三 
个 根 如 果 都 是 实数 ， 并 且 都 不 是 零 ， 则 表达 式 
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(n/2)? + (m/3)8 

为 负 ， 因 此 ， 卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公 式 所 表示 的 该 三 
次 方程 的 实 很 就 是 两 个 复 虚 数 的 立方 根 之 差 。 但 是 ， 
当时 对 虚数 没有 什么 了 解 ， 利 用 虚数 表示 实 根 这 一 
异常 情况 使 当时 的 代数 学 家 相当 头痛 。 支 恩 贝尔 利 
曾经 指出 〈 用 现代 语言 来 说 ) ， 由 于 两 个 立方 根 式 
RIT SEER, BRUTAL 根 也 必 
定 是 共 锯 虚数 ， 因 而 其 和 为 实数 0. 但 是 , 只 要 你 想 
用 代数 方法 求 卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公 式 中 两 个 虚数 的 : ， 
立方 根 ， 其 结果 不 过 就 是 化 为 正好 是 原来 要 求解 的 
那个 三 次 方程 。 只 要 三 个 根 都 是 非 零 实数 ， 总 是 磁 
到 这 条 死胡同 。 因 此 这 种 情况 曾经 叫做 “不 可 约 情 
形 ”。 这 里 虽然 得 到 了 三 次 方程 实 根 的 未 达 式 ， 但 
这 个 表达 式 的 实际 效果 却 无 济 于 事 。 这 条 死胡同 后 
来 由 于 利用 了 三 角 学 方法 才 得 以 绕 过 。 

读者 还 会 记得 第 十 二 讲 中 读 到 ， 亏 时 由 尔 利 也 
为 代数 记 法 的 演变 出 过 力 。 

后 来 的 作者 又 对 三 ID yc ALT A 
稍 许 不 同 的 代数 解法 。 例 如 ，F。 维 埃 特 曾经 对 三 
次 方程 

x? + 3ax = 2b 
提出 过 一 个 精 瑟 的 解法 ， 任 何 三 次 方程 都 可 以 化 为 

中 RR ERE EAM ARE ET AMEN MER WHR 

BCA PSAMERTARRAATERARZM, — WE 
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上 述 形式 。 维 埃 特 的 解法 如 下 ， 那 是 1615 年 他 逝世 
WERE. $ 


X=—-—Yy 


eja 


该 三 次 方程 化 为 
y? + 2by? =a, 

这 是 y 的 二 次 方程 ， 所 以 可 以 求 得 8*， 然 后 再 求 得 
v 再 求 得 x， 维 埃 特 对 四 次 方程 的 解法 与 费 尔 授 锐 
的 解法 相似 。 考 虑 “ 缺 项 ”四 次 方程 

xt + ax? +bx=c; 
任何 四 次 方程 都 可 以 化 为 上 述 形式 。 把 上 述 方程 写 
成 

X4=C 一 0X2 -bx, 
Pada IM Lx? y’ + y*/4 得 到 

Gree? = (y?—a)x? —bxt ae, 


AREH u BARRE ED, APR 件 就 

是 ， . 
y® — ay* + 4cy? = 4ac+ b?, 

这 是 如 的 三 次 方程 ， 是 可 以 求解 的 ， 所 以 原 问题 最 

启 化 为 求 平方 根 的 问题 了 。 l 

笛 卡 尔 1637 年 对 缺 项 四 次 方程 

X4+Bbx2+cxtd= 0 

提出 的 解法 利用 了 待定 系数 法 。 令 方程 左 端 等 TR 
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积 
(x? +kxeth)(st-kx+m) , | 

使 所 得 方程 两 端 相 应 系数 相等 ， 得 到 有 关 ，h，， 
的 三 个 关系 式 ， 由 此 消去 h 和 m 得 到 上 的 六 次 方 
程 ， 这 个 方程 可 以 视 为 E* 的 三 次 方程 ， 所 以 原 四 次 
方程 的 求解 就 化 为 一 个 相应 的 三 次 方程 的 求解 。 

踊 然 可 以 使 一 般 的 四 次 方程 的 求解 依赖 于 一 个 
相应 的 三 次 方程 的 求解 ， 所 以 1750 年 左右 欧 拉 也 试 
图 把 一 般 的 五 次 方程 的 求解 问题 化 为 一 个 相应 的 四 
次 方程 的 求解 问题 ， 但 是 他 的 尝试 失败 了 ， 大 约 三 
十 年 以 后 拉 格 朗 日 也 遭 到 同样 的 失败 。 后 来 ， 一 位 
意大利 医生 P。 儒 费 尼 (1765-1822) 于 1803、1805 
和 1813 年 对 现在 已 是 熟知 的 一 个 事实 提出 过 没有 说 
服 力 的 证 明 ， 即 一 般 的 五 次 或 更 高 次 方程 的 根 不 可 
能 由 方程 系数 构成 的 根 式 来 表示 。 这 个 重要 事实 是 
后 来 由 著名 的 挪威 数学 家 N。 H. By AR 802- 
1829) 于 1824 年 独立 证 明 的 。 最 后 指出 ， 忆 。 伽 罗 
E (1811-1832) 是 在 一 次 手枪 决斗 中 衫 E 的 ， 时 
年 仅 21 岁 ， 身 后 留 下 学 术 遗 书 一 封 ， 开 启 后 发 现 ， 
别 的 不 说 ， 其 中 就 有 用 根 式 解 代数 方程 的 可 能 性 判 
别 法 则 。 但 是 ， 这 整个 事情 却 是 一 个 更 近 的 “数学 
BER”, 
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练习 
16-1 (a) £, #x=z-a /na, 把 nn 次 方 
ag 
© yx” ax’ + a,x"? + tans 0 
RR zak, APRAN- 1 次 项 。 
(5b) 据 问题 a) ， 变 换 X=z~B/3d 把 一 般 
的 三 次 方程 
ax? + bx? +cx+d= 0 
变 成 下 列 形式 : 
‘ z?43Hz+G= 0, 
Ma, b, c, dh HAG, 
16:2 试 推演 让 大 诺 及 塔 塔 里 亚 对 三 次 方程 
xS+mx=n 
MR SAT, 
163 用 卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公式 来 出 za + 63x= 
:316 的 一 个 根 。 
16.4 证 明 ，1540 年 的 达 寇 依 问题 产生 四 次 方 
程 X4+6X2+36= 60x。 l 
16.5 用 党 尔 接 锐 方法 求 出 与 练习 16。4 中 的 四 
次 方程 相应 的 三 次 方程 。 
16.6 试用 卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公式 求解 
x5 — 63x = 162, 
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这 是 不 可 约 三 次 方程 的 一 例 。 扑 后 证 明 
C= 34+ 2/— 3)8=81430/- 3, ` 
(- 3 = 24y ~= 3)%=81-30./- 3, 
由 此 可 见 ， 该 公 式 给 出 的 根 是 伪装 形式 的 -~ 6。 
16。7 对 于 下 列 特殊 的 四 次 方程 
13xX2=X4+ 2X3+ 2x41, 
卡 大 诺 是 在 两 端 加 上 3X? 来 求解 的 。 试 照 此 办 理 ，、… 
求 出 该 方程 所 有 的 四 个 根 。 
16*8 用 维 埃 特 方法 求解 x + 63x = 316。 
16.9 用 维 埃 特 方法 求 出 与 四 次 方程 
x4+ 6Xx:+36= 60% 
相应 的 三 次 方程 。 
16*10 (a) 推演 笛 卡 尔 1637 年 对 缺 项 四 次 方 
程 
xt+bx?+cx+d= 0 
RAR Ee DR, 
ORB ERTRA ES SKIS 
—~2%7+ 8x-3=0 “ 
相应 的 三 次 方程 。 已 知 相应 的 三 次 方程 有 一 个 报 是 
4 ， 试 求 出 原 四 次 方程 的 所 有 四 个 根 。 
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十 七 、 天 文学 家 延年益寿 


内 皮尔 发 明 对 数 


《公元 1614 年 》 


1614 年 ， 住 在 爱丁堡 @ 的 一 位 苏格兰 贵族 发 表 
了 他 早先 做 出 的 一 项 绝 抄 发 明 的 详细 报告 ， 这 一 消 
息 不 肥 而 走 。 民 年 ， 伦 敦 的 一 位 数学 教授 经 过 书信 
往 还 之 后 ， 乘 马车 长 途 路 涉 奔 赴 爱丁堡 ， 对 那 位 独 
具 芝 心 的 苏格兰 人 表示 他 的 景仰 之 情 。 征 途 漫漫 ， 
风尘 仆仆 ， 他 心 驰 神往 ， 在 日 记 里 记 下 了 他 的 游 思 
浮想 ， 那 位 贵族 的 头脑 能 够 想 出 如 此 非凡 的 发 明 ， 
他 的 前 额 该 有 多 高 ! 但 是 ， 旅 途上 意外 的 耽搁 使 他 
未 能 如 期 到 达 ， 那 位 贵族 在 爱丁堡 望 穿 秋水 ， 钢 然 
车 失 ， 终 于 不 无 憾 意 地 向 一 个 朋友 说 道 ，“ 喀 ， 约 
g SURRAKT. ? ERE MOAT ARN © 
HO, ORAS BT. JLP 
有 一 刻 钟 他 们 默然 相对 ， 彼 此 一 语 不 发 ， 后 来 教授 
3 “BS, RT, SW, BARR 


O 英国 城市 ， 苏 格 兰 首府 。 一 一 译注 
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开头 究竟 是 怎样 灵机 一 动 想到 这 项 对 天 文学 有 莫大 
WHOA. BE, BS, SHAR, E 
来 却 是 这 么 容易 ， 我 又 很 纳 闽 以 前 怎么 谁 也 不 曾 想 
到 . ”结果 ， 教 授 作 为 上 窒 在 贵族 的 城堡 里 盘 醒 了 
一 月 之 久 ， i 

那 位 苏格兰 贵族 就 是 爱丁堡 梅 奇 斯 顿 城堡 的 ], 
内 皮尔 (1550—1617) » 那 位 数学 家 是 伦敦 格 瑞 落 
蒙 学 院 的 凡 何 教 授 塌 。 布 瑞 格 斯 《1561 一 1631) s - 
那 项 非凡 的 发 明 就 是 对 数 ; 这 是 计算 领域 内 最 节省 
精力 的 方法 之 一 ， 显 然 是 一 项 “数学 史 莹 华 ”， 

今天 的 中 学 生 都 知道 ， 对 数 作为 计算 方法 的 威 
力 ， 在 于 由 此 可 以 把 乘除 化 为 更 简单 的 加 减 运算 。 
这 种 化 简 方 式 在 内 皮尔 的 时 代 已 有 先例 ， 当 时 就 知 : 
道 下 述 公 式 Se 

“sinAsinB = [cos(4-B) 一 cos(A+ B) ; 


很 可 能 就 是 这 个 公式 启发 了 内 皮尔 最 初 的 灵感 ， 否 
则 很 难说 明 他 最 初 何以 只 考 赔 角度 正弦 的 对 数 。 内 
”皮尔 惨淡 经 营 了 二 十 多 年 ， 才 搞 出 他 的 理论 ， 不 论 
其 起 源 如 何 ， 他 最 后 的 对 数 定义 如 下 。 考 虑 线段 
AB 和 一 条 无 限 射线 DE， 如 图 55 所 示 . 设 点 C 和 FF 分 
别 络 此 二 直线 以 同样 的 初速 自 4 和 DD 同 时 出 发 ， 点 C 
的 运动 速度 , 其 数值 总 是 等 于 距离 CB, 点 f 则 匀速 运 
动 。 于 是 内 皮尔 定义 DF 为 CB 的 对 数 ， 即 是 ， 令 DF 
234 


=x, CB=y, 则 
x= Naplogy, 
AT HADDAM RE, ARABS 长 为 107， 因 
为 他 可 以 搜罗 到 的 最 后 的 正弦 表 是 七 位 数字 的 。 根 
据 内 皮尔 的 定义 , 利用 当时 还 不 知道 的 知识 , 可 以 推 
He | 
Naplog y=10"log,;e(y/10") F 


* 用 一 点 微 积分 很 容易 说 明 这 个 结果 . AM, 我 人 有 AC = 107 
“Us 所 以 


C 的 速度 = -= 


eee au =~-dt, 积分 得 到 1ny = -t+Cc。 以 t= 0 代入 求 积分 常数 


pacino, 所 以 
Iny = ~t+Inio’, 
由 于 
Jy xd = dx = 7 
的 速度 = 10’, 


新 以 X= 107t, But, ‘ ; 
Naplogy =x =107f= 107 (1n107 -= lny) 
=107ln (107/y) 
=107logi;e (y/107) 。 
— BE. 
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可 见 ， 说 内 皮尔 对 数 就 是 自然 对 数 〈 即 以 e 为 底 的 
”对 数 ) 这 个 屡见不鲜 的 说 法 实际 上 是 不 对 的 ， 因 为 
。 只要 注意 ,内 皮尔 对 数 随 # 的 增加 而 减 小 ,正好 与 自 
然 对 数 的 情形 相反 。 

内 皮尔 于 1614 年 出 版 了 一 本 小 册子 ， 题 为 
Mirifici logarithmorum canonis, descriptio (KA wh 
对 数 规律 的 说 明 》) ， 其 中 讨论 了 他 的 对 数 ， 而 且 
列 出 了 角度 依次 相差 一 分 的 正弦 对 数值 表 。《 说 
明 》 立 即 引起 了 广泛 的 兴趣 。 就 在 布 瑞 格 斯 1615 年 
拜访 内 皮尔 时 ， 他 们 两 人 一 致 认为 ， 如 果 把 对 数 表 
加 以 改造 ， 使 1 的 对 数 是 0， 而 10 的 对 数 是 10 的 某 
个 适当 的 方 加， 那么 对 数 吉 将 会 更 加 有 用 。 这 样 就 
产生 了 今天 中 学 里 学 习 的 所 谓 布 瑞 格 斯 对 数 ， 即 常用 
对 数 ， 这 种 对 数 实 质 上 就 是 以 10 为 底 的 对 数 ， 它 在 
数值 计算 中 之 所 以 成 效 卓 著 ， 正 是 因为 我 们 的 数字 
系统 也 是 以 10 为 底 的 。 如 果 数 字 系 统 采用 另外 的 一 
个 底数 5, 那么 按照 这 个 系统 进行 计算 工作 时 也 采用 
以 5 为 底 的 对 数 表 ， 当 然 就 比较 方便 了 ”。 ' 


。 就 理论 及 分 析 的 目的 而 言 ， 对 数 系统 最 好 的 底 应 使 对 数 函 数 
具有 最 简单 形式 的 导数 。 微 积分 课本 里 已 经 证 明 Hy = logbx， 则 


dy _1 
ge， 


如 果 取 b =e， 那 么 这 个 导数 的 形式 就 最 简单 ， 即 


以 @ 为 底 的 对 数 logeXz 称 为 自然 对 数 ， 通常 用 特殊 的 符号 ]nX 来 表示 ， 
一 一 原 注 
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布 瑞 格 斯 拜访 内 皮尔 后 返回 伦敦 ， 就 把 全 列 精 
力 投 入 编制 常用 对 数 表 的 工作 ， 于 1624 年 出 版 了 他 
的 《对 数 计算 》 其 中 有 一 份 14 位 数 的 常用 对 数 表 ， 
数值 从 1 到 20000 以 及 从 90000 到 100000。 20000 
到 90600 之 间 的 空缺 后 来 由 一 位 荷兰 书 商 兼 出 版 家 
4, 伏 拉克 (1600—1666) 协助 补 全 。 在 此 以 前 ， 
1620 年 ， 格 瑞 莎 莹 学院 的 一 位 天 文学 教授 、 布 瑞 格 
斯 的 同事 EE ,肯特 (1581—1626) 出 版 过 一 本 七 位 
数 的 正弦 和 正切 的 常用 对 数 表 ， 角 度 间 隔 是 一 分 。 
cosine 和 cotangent 这 两 个 词 就 是 甘 特 创造 的 ; 丈量 
人 员 由 于 使 用 “ 甘 特 测 链 ”Q@ 也 久 闻 其 名 。 布 瑞 格 
斯 和 伏 拉 克 出 版 过 四 种 基本 的 对 数 表 , 驰 誉 数 百年 ， 
直到 1924 至 1949 年 间 ， 甘 国 为 了 庆祝 对 数 发 明 三 百 
年 编制 了 20 位 数 的 对 数 表 后 才 被 淘汰 。 

logarithm (对 数 ) 这 个 词 意 指 “ 比 数 ”， 是 
内 皮尔 采用 的 ， 他 最 初 使 用 的 说 法 蚌 artificial 
um ber 《人造 数 )。 布 瑞 格 斯 引进 mantissa (尾数 ) 
这 个 词 表示 对 数 的 小 数 部 分 ， 这 个 词 是 一 个 晚期 的 
拉丁 词 ,其 词 源 属于 厄 特 鲁 辽 语 @, 原意 是 “附加 "、 
«补足 ”， 十 六 世纪 开始 表示 “附属 ”。 charac- 


O “一 种 度 长 工具 ， 由 一 百 段 金属 线 ， 两 头 弯 成 环 状 ， 用 图 环 
扣 连 而 戌 ， 每 段 长 7.92 英 寸 ， 称 为 一 令 ， 所 以 一 链 总 长 100 令 ， M 
SER, WP. 在 土地 直 量 中 10 平 方 链 为 一 英亩 。 一 一 译注 

O 捷 特 鲁 辽 ， 意 大 利 西 北部 古代 民族 。 一 一 译注 
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teristic (HH) 表示 对 数 的 整数 部 分 ， 这 个 词 也 是 
布 瑞 格 斯 提出 的 ， 得 到 伏 拉克 的 采用 。 奇 怪 的 是 ， 
早期 的 常用 对 数 玫 习 惯 于 把 首 数 和 尾数 都 印 出 来 ， 
直到 十 八 世纪 才 确 定 了 现在 这 种 上 只 印 尾数 的 办 法 ， 

内 皮尔 的 非凡 发 明 在 整个 欧州 广 为 采用 ， 尤 其 
”是 天 文学 ， 对 于 这 样 一 种 发 现 早 就 是 起 首 而 待 了 ， 
正如 拉 普 拉 斯 所 说 ， 对 数 的 发 明 “ 由 于 减少 了 劳动 
”使 天 文学 家 延年益寿 。”J。 开 普 勒 也 大 力 宣扬 ,使 
对 数 在 德国 风行 一 时 ， 下 一 讲 我 们 还 要 介绍 开 普 惑 
的 事迹 。 意大利 的 B, 卡 瓦 列 里 和 法 国 的 巨 。 文 伽 特 
也 有 同样 的 功绩 ， 卡 瓦 列 里 在 第 十 九 讲 里 将 详 加 介 
绍 ， 文 伽 特 在 法 国度 过 多 年 ， 后 来 成 为 十 七 世纪 英 
国 撰写 初等 算术 课本 最 著名 的 作者 。 

数学 史上 不 时 出 现 这 样 一 种 情况， 一 件 特殊 的 
数学 发 明 或 发 现 是 不 止 一 个 人 差不多 同时 得 到 的 ,. 
好 似 水 到 渠 成 、 决 坦 而 出 一 样 ， 这 在 后 面 讨论 非 欧 
几何 的 发 现 那 一 讲 里 可 以 得 到 例证 。 可 是 ， 就 对 数 
的 情形 而 诗 ， 内 皮尔 唯一 的 真正 对 手 似乎 是 瑞士 的 
钟表 制造 家 J, 毕 尔 客 (1552 一 1632)， 他 设计 、 编 
制 了 一 份 对 数 表 ， 与 内 皮尔 没有 关联 ， 于 1620 年 发 
表 了 他 的 结果 ， 那 是 内 皮尔 发 表 其 结果 之 后 六 年 的 
事 。 这 两 个 人 当然 都 是 在 发 表 之 前 早 就 孕育 出 对 数 
的 思想 ， 但 一 般 认 为 内 皮尔 先 产生 这 个 思想 ,然而 ， 
这 两 人 的 思路 却 是 全 然 不 同 的 ， 内 皮尔 出 自 几 何 的 


~ 
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考虑 ， 毕 尔格 则 是 出 自 代 数 的 考虑 。 今 天 ， 对 数 一 
般 认为 是 一 个 指数 ， 例 如 ， 车 n= b*， 就 说 + 是 关 
于 底 5 的 对 数 ， 记 为 += logsn。 按 照 这 种 定义 , 对 数 
法 则 不 过 就 是 指数 法 则 的 改 述 。 然 而 对 数 却 是 在 使 
用 指数 之 前 发 现 的 ， 这 是 数学 史上 的 一 件 怪事 . 

内 皮尔 一 生 大 部 分 住 在 苏格兰 爱丁堡 城 附近 梅 : 
奇 斯 顿 城堡 那 富 丽 堂皇 的 家 族 庄园 里 ，1550 年 诞生 
于 该 处 ， 其 父 当时 年 仅 16 岁 ;1617 年 逝世 于 该 处 ， 
与 他 向 世界 宣布 他 那 伟大 的 发 现 仅 隔 三 年 。 

”内 皮尔 把 毕生 大 部 分 时 间 和 精力 都 投入 当时 的 
政治 及 宗教 论战 ， 他 激烈 反对 天 主教 ,拥护 J。 WE 
斯 及 詹姆斯 一 世 的 事业 @.1593 年 ,他 发 表 了 一 部 过 . 
尔 传诵 的 著作 ， 题 为 《对 圣 约翰 @ 启 示 录 全 BAB 
底 揭露 》, 他 在 书 中 对 罗马 教会 进行 了 尖 刻 的 攻击 ， 
试图 证 明 罗马 教皇 是 反 基督 的 ， 上 帝 打算 在 1688 年 
到 1700 年 之 问 使 世界 毁灭 。 该 书 极 受 欢 迎 ， 接 连 发 


O WAM (1515? —1572), 苏格兰 宗教 改革 领袖 ， 苏 格 兰 长 
老 会 创始 人 ， 著 有 《苏格兰 宗教 改革 史 》。 RH i (1566— 
1625) ， 先 为 苏格兰 王 ， 称 储 姆 斯 六 直 ， 在 位 期 间 1567 一 1625， Bp 
位 时 得 到 诺 克 斯 的 支持 ， 后 兼 英格兰 王 ， 改 称 钳 姆 斯 一 世 ， 在 位 期 
间 1603 一 1625。 俯 姆 斯 一 世 支 持 宗教 改革 运动 ， 把 长 老 会 定 为 国教 ， 
“ 团 于 本 国君 主 控制 下 ， 摆脱 了 以 罗马 教皇 为 首 的 天 主教 会 的 控制 。 
,这 场 宗 教改 革 运 动 实际 上 是 新 兴 资 产 阶 级 发 动 的 反 封 建 的 社 会 政治 : 
运动 。- 一 -译注 

O 约 痊 为 耶稣 十 二 门徒 之 一 , 天 主教 尊 为 圣人 ， 故 称 圣 约翰 。 
据 传 ，《 圣 经 》 中 的 《约翰 福音 》 及 《启示 录 》 就 是 约 蒜 撰写 的 。 
一 一 译注 
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行 了 二 十 一 版 ， 其 中 至 少 有 十 版 是 内 皮尔 在 世 时 发 
行 的 ， 所 以 内 皮尔 真心 相信 ， 他 后 世 的 声誉 是 靠 这 
本 书 支持 的 ;在 这 一 点 上 他 该 是 多 么 荒唐 ! 他 的 这 
本 书 今天 是 完全 无 人 理 甩 了 ， 只 有 几 个 好 奇 心 重 的 
人 才 有 所 闻 ， 祖 反 ， 他 今天 的 声誉 实在 、 主 要 而 且 
几乎 绝对 地 是 靠 他 在 数学 上 的 一 项 消遣 活动 ， 即 对 
数 的 发 明 而 获得 的 ， 

内 皮尔 还 是 当时 的 科幻 小 说 作者 ， 预 言 式 地 描 
写 过 各 式 各 样 可 怕 的 武器 ,叙述 中 还 附 有 设计 图 表 。 
李 预 言说 ， 将 来 会 研制 出 一 种 火炮 ， 可 以 “把 周 长 
四 英里 的 一 块 战场 上 高 度 在 一 英尺 以 上 的 所 有 生物 
都 消灭 干净 ”， 还 会 造 出 “可 供水 下 航行 的 装置 ”! . 
BERRA, AE OIRO’, 
可 以 “ 朝 各 方面 散射 ”。 第 一 次 世界 大 战 中 ， 这 些 
预言 都 实现 了 ， 即 是 机 枪 、 潜 艇 和 坦克 。 

内 皮尔 喜欢 研究 数学 及 科学 ， 作 为 其 政治 及 宗 . 
教 论 战 后 的 消 遗 活动 ， 结 果 数 学 史上 记载 了 他 的 四 


件 天 才 的 成 果 ，(1D 发 明 对 数 ，〈2) 发 明 一 种 巧妙 的 


记忆 法 ， 称 为 肩 形 法 则 ， 可 以 据 此 写 出 解 球面 直角 
三 角形 的 十 个 有 用 的 公式 ， (3) 解 球面 非 直 角 三 角 
形 时 有 一 组 四 个 有 用 的 三 角 公 式 ， 通称 为 内 皮尔 比 
- 侧 式 ， 其 中 至 少 有 两 个 公式 是 内 皮尔 的 成 果 ，( 4 ) 
发 明了 一 种 工具 ， 称 为 内 皮尔 算 筹 或 内 皮尔 算 骨 ， :用 
来 进行 机 械 的 乘 、 除 及 开平 方 运算 。 有 兴趣 的 读者 
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可 以 在 本 讲 所 附 练 习 中 找到 最 后 三 项 的 简短 讨论 。 

H 布 瑞 格 斯 也 曾 大 力 发 展 对 数 ， 他 有 幸 BE 
占据 大 不 列 颠 设置 的 第 一 个 数学 教授 职位 , MET. 
客 瑞 莎 蒙 蜗 士 1596 年 在 伦敦 格 瑞 东 蒙 学 院 设置 的 几 
HARRY. H. PEKRE- REFER Ž R R 
顿 学 院 院 长 ， 后 任 伊顿 学 院 院 长 ， 还 在 牛津 大 学 讲 
过 欧 氏 几何 ， 他 于 1619 年 在 牛津 大 学 设置 了 两 个 教 
授 职 位 ， 一 个 是 儿 何 教授 ， 一 个 是 天 文学 教授 。 布 
责 格 斯 也 有 幸 成 为 牛津 大 学 萨 维尔 几何 讲座 的 第 一 
任教 授 。 布 瑞 格 斯 在 世 时 发 表 过 一 件 著作 ， 还 留 下 
六 件 不 曾 发 表 ， 已 发 表 的 著述 中 包括 有 关 航 海 、 欧 
氏 原 本 、 对 数 以 及 三 角 学 的 专题 著作 。 

E. 甘 特 编制 出 第 一 份 角度 正弦 和 正切 的 常用 对 
数 表 ， 发 明了 对 数 尺 ， 尺 上 所 示 各 数 的 刻度 到 左 端 
的 距离 与 该 数 的 对 数 成 正比 ， 所 以 利用 一 把 两 脚 规 ， 
加 减 对 数 尺 的 线段 就 可 以 机 械 地 进行 乘除 运算 。 利 
用 两 把 相同 的 对 数 尺 进行 加 减法 ， 一 把 沿 着 另 一 把 
滑动 ， 如 图 56 所 示 ， 这 个 想法 则 是 W 阿 重 德 (1574 
—1660) 提出 的 。 虽 然 阿 垂 德 时 在 1622 年 就 发 明了 
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这 样 一 种 简单 的 计算 尺 , 但 直到 1632 年 才 付 印 说 明 . 
多 年 来 高 中 或 大 学 低 年 级 数学 课 一 直 在 教 对 
数 ， 而 且 把 计算 尺 装 在 漂亮 的 皮 套 子 里 、 挂 在 腰带 
上 ， 这 也 是 多 年 来 大 学 工程 学 生 的 识别 标记 .但 是 ， 
今天 ， 随 着 那些 奇妙 的 、 日 益 低廉 的 袖珍 计算 器 的 
出 现 ， 任 何 神志 健全 的 人 都 不 会 使 用 对 数 表 或 计算 
尺 来 进行 计算 了 ， 对 数 作为 计算 方法 的 教学 工作 渐 
次 声 销 迹 灭 ， 制 造 精密 计算 尺 的 著名 厂家 也 都 停止 
生产 ， 一 些 有 名 的 数学 表册 开始 考虑 不 再 收入 对 数 
表 。 内 皮尔 这 一 “数学 史 萌 华 ” 的 产物 已 经 成 为 博 
物 馆 的 藏品 了 。 
另 一 方面 ， 对 数 函 数 却 决 不 会 消亡 ， 理 由 很 简 
单 ， 对 数 和 指数 的 变化 在 自然 科学 和 数学 分 析 上 都 
是 极其 重要 的 。 因 此 ， 学 习 对 数 函 数 及 其 反 函数 
(指数 函数 ) 的 数学 性 质 ， 将 永远 是 数学 教育 的 重 
要 组 成 部 分 。 


练习 


1791 利用 熟知 的 指数 定律 证 明 下 列 有 用 的 对 
aR: 


(a) logsmn = log.m + login, 


(b) log: == logm- login, : 
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(c)logym” = rlogym, 
(d)logy sym = (logem) /s, 
17。2 证 明 ， 
. (a) loggN = legbNVlogte( 利 用 这 个 公式 可 以 
报 据 以 8 为 底 的 对 数 表 来 计算 以 2 为 底 的 对 数 )， 
(b)lognb = 1/logtN, 


(c) lognb = logi)n(1/b). 


17.3 求 10 的 平方 根 ， 然 后 再 求 所 得 结果 的 平 
ik, Boeri, TASER TAHA, 


1/2 256 

10 = 3.16228, | 10 7 = 1.00904, 
1/4 ‘ 1/512 

10 = 1.77828, 10 =1,00451, 
1/8 1/1924 

10 = 1,33352, 10 =1,00225, 
1/16 ` 1/2048 

10 = 1,15478s 10 8 1.00112, 
ol” 1/4096 

10 =1, 07461, 10 4 = 1.00056, 

1/8192 

10 = 1.03663, 10’. 1, 00028, 
1/128 

10.2 1,01815, eee 


利用 这 张 表 可 以 算出 1 与 10 之 间 任 何 一 个 数 的 常用 
对 数 ， 因 而 调整 对 数 的 首 数 也 可 以 算出 任何 正 数 的 
对 数 ,例如 , 设 N 是 1 与 10 之 间 的 任何 数 。 把 六 除 以 表 
中 不 超过 N 的 最 大 数 ， 设 众 数 是 1012 , HHA 
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1 
N,, 于 是 N=10"? 


推 得 到 . 

N= 10 Po P0 PN,. 
当 Nn 与 1 之 差 仅 在 小 数 点 后 六 位 时 ， 这 个 过 程 便 告 
终了 。 这 时 ， 精 确 到 小 数 点 后 五 位 


Ni, aN tok 炮制 ， 继 此 以 


Na yu yo Pte gt! 
而 

logN=1/p1+1/ps t+ +1/pn, 
这 种 方法 叫做 计算 对 数 的 根 式 法 。 

(a) 计 算 log4 26, 

(5) 计 算 log5.00。 

17。4 解 球面 直角 三 角形 有 十 个 有 用 的 OA, 
这 些 公式 不 必 记 忆 ， 因 为 利用 内 皮尔 想 出 的 两 条 规 
嘱 很 容易 写 出 来 。 图 57 画 了 一 个 球面 直角 三 角形 ， 
按照 惯例 标 上 字母 ; 该 三 角形 右边 是 一 个 园 ， 分 成 
B 
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五 部 分 ， 所 标的 字母 ， 除 了 没有 C 以 外 ， 与 原 三 角 
BATE WIRE a m Abas 
短 模 线 表示 其 《“ 余 角 ” Od BA T90- B), 
pi As BRE RR ADD AME, hah 
园 内 ， 对 于 任何 已 知 扇形 ， 有 两 个 扁 形 与 之 相 邻 ， 
”也 有 两 个 扇形 不 与 之 相 邻 。 我 们 把 已 知 扇形 叫做 中 
Sis HAAR OLA, BARRARA N 叫做 
BA. ALR GMI ARE TF: 
1。 任 何 中 角 的 正弦 等 于 两 个 对 角 余 弦 之 积 。 
2。 任 何 中 角 的 正弦 等 于 两 个 邻 角 正 切 之 积 。 
(a) 把 上 述 每 条 规则 应 用 于 各 个 AB, 得 出 
解 球面 直角 三 角形 那 十 个 有 用 的 公式 。 
(0) 把 球面 直角 三 角形 的 三 边 g，b,，c 联系 起 
来 的 那个 公式 ， 称 为 该 三 角形 的 毕 达 哥 近 斯 关系 。 试 
求 出 次 个 关系 。 
17:5 下 列 公式 称 为 内 皮尔 比例 式 ， 


sin(4-B)/2 _ tan(a~b)/2_ 
sin(A+ B)/2 tanc/2 


_ cos(A—B)/2 _ _ tan(a+b)/2 
cos(A+ B)/2 tanc/2 ” 


sin(a—b)/2 _tan(A-B)/2 


sin(at+b)/2 cotec/2 ” 


cos(a—b)/2 _ tan(A+B)/2 
 cos(a+b)/2 ~ cotc/2 ° 
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些 公式 与 平面 点 角 中 的 正切 定律 相似 。 可 以 用 来 
解 已 知 两 边 及 天 角 或 两 角 及 天边 的 球面 非 直角 三 角 
形 问题 。 | 

(4) 求 一 个 球面 三 角 HA, c, b, ka= 
125°38’, C=73°24’, B=102°16", 

(5) 求 一 个 球面 三 角形 的 4，B，c， deas 
93°8’, b=46°4’, C=71°6’, 

17。6 大 数目 的 乘法 普遍 感到 国难 ， 这 就 使 人 
想到 使 用 一 些 机 械 方 法 来 进行 这 个 运算 ， 内 皮尔 发 
明了 关 时 很 著名 的 一 种 工具 ， 称 为 内 皮尔 算 筹 或 内 皮 
尔 算 丹 ， 在 内 皮尔 1617 年 出 版 的 《 医 算 法 》 一 书 中 有 
所 说 明 。 这 项 发 明 ， 其 原理 与 练习 13。9 所 述 印 度 窗 
格 法 相同 ， 只 是 现在 进行 乘法 运算 是 用 事先 做 好 的 
一 些 长 条 形 的 骨头 、 人 金属 、 木 材 或 纸板 来 完成 的 。 
十 个 数字 中 每 一 个 都 应 该 准备 好 著 干 长 条 ， 如 图 5 史 
左边 所 示 ， 相 应 于 数字 6 的 长 条 ,上 面 写 有 这 个 数字 
的 各 个 倍数 。 为 了 说 明 如 何 使 用 这 些 长 条 进行 乘法 
运算 ， 让 我 们 取 内 皮尔 在 《 菇 算法 》 中 所 举 的 例子 ， 
1615 衣 以 365。 把 冠 有 1，6，1，5 的 长 条 并 排放 在 
一 起 ， 如 图 58 右 边 所 示 。 于 是 ，1615 来 以 365 中 的 
3，6，5 的 结果 ， ZIRT WS 4845, 969048075, 
这 只 要 进行 一 些 简单 的 两 个 数字 的 对 角 线 加 法 就 行 
T. EE 后 的 来 积 如 该 轩 疡 示 ， 由 加 法 求 得 。 
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31615) = 4845 


501615) = 8075 


6(1615) = 9690 


4845 


(a) 制作 一 组 内 皮尔 算 筹 ， 完 成 一 些 素 法 运 
He... ` 
(四 说 明 如 何 用 内 皮尔 算得 进行 除法 运算 。 
17.7 (a) 查 表 制 作 一 把 对 数 尺 ， 长 约 10 英 本 
RADR. PARER, ROAM, 进行 一 
些 乘 除 运算 。 
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CO) 制作 同样 规格 的 两 把 对 数 尽 ， 称 为 C 尺 和 DD 
R. 使 C 尺 沿 吕 尺 滑动 进行 一 些 来 除 运算 。 

17.8 制作 一 把 对 数 尺 ， 长 度 正 好 是 练习 17.7 
(a)? HDRZF, 把 这 样 的 两 把 短 尺 前 后 并 连 在 一 
a, HAAR, 说明 如 何 利用 和 44 尺 和 DD 尺 来 求 平 方 
qk. 

17*9 如 何 设 计 一 把 对 数 尺 ， 可 以 配合 喇 尺 来 
求 立方 根 ? | 

17-10 制作 一 把 对 数 尺 ， 与 C 尺 及 DR 尺 一 样 ， 
只 是 刻度 方向 相反 ， 称 为 CI 尺 〔《 反 C 尺 ) 。 说 明 如 
何 利 用 CI 尺 和 也 尺 来 进行 冬 法 运算 。 HACIR 4D 
尺 进行 来 法 运算 比 利 用 C 尺 和 DR 的 优越 性 何在 ? 


进一步 的 读物 


Coolidge, J, L., The Mathematics of Great 
Amateurs, New York, Oxford University 
Press, 1949, 

Hobson, E, W, ， John Napier and the In- 
vention of Logarithms, New York, Cambridge 
University Press, 1914, 

Knorr, C, G,, Napier Tercentenary Memo- 
vial Volume, London, Longmans, Green, 


1915, 
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十 八 、 科 学 对 数学 的 促进 


伽利略 与 力学 〈 公 元 1589 年 以 后 ) 
开 次 勒 的 行星 运动 律 (公元 1619 年 ) 


力 大 无 穷 的 巨人 安奈 俄 斯 是 尼 普 顿 《海神 》 与 
HO GHD ZT, 只 要 他 同 大 地 母亲 保持 接触 
便 所 向 无 敌 .凡是 途经 其 国 的 异乡 人 都 必须 与 之 格 
斗 ， 无 一 生还 。 磁 巧 有 一 天 ， 赫 丘 利 @ 与 安 素 俄 斯 
扬 打 起 来 ， 但 赫 丘 利 发 现 了 安泰 俄 斯 神力 的 来 源 ， 
就 把 这 个 巨人 从 地 上 举 起 来 ， 在 半空 中 击 为 曾 粉 。 

这 里 可 以 为 数学 家 打 个 比方 ， 正 如 安泰 俄 斯 是 
大 地 母亲 生养 增 育 一 样 ， 历 史 向 我 们 表明 ， 一 切 重 
要 而 持久 的 数学 成 果 都 是 现实 世界 生养 培育 的 结 
果 。 数 学 也 象 安泰 俄 斯 那样 ， 只 要 能 够 同 现实 世界 
保持 接触 ， 就 永远 是 威力 强大 的 。 但 是 ， 如 果 使 之 
PAIS, CAN ROT HP RI 


O 罗马 神话 中 的 海神 尼 普 顿 与 地 神 乡 在 希腊 神话 中 分 别 是 波 
嘲 冬 与 该 亚 。 一 一 译注 

O “罗马 神话 中 的 英雄 赫 丘 利 在 希腊 神话 中 叫做 替 拉 克勤 斯。 
他 是 密斯 之 子 , 勇力 无 敌 ， 除 杀 死 安泰 俄 斯 外 , 还 完成 了 十 二 项 伟 续 - 
一 一 译注 
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久 ， 就 有 衰竭 的 危险 。 数 学 一 定 要 经 常 回 到 现实 世 
界 去 更 新 力量 ， 不 能 永远 与 之 脱离 。 

十 七 世纪 ,数学 就 发 生 过 这 种 青春 焕发 的 事情 ， 
那 是 两 位 杰出 的 数学 家 兼 科学 家 G。 人 伽利略 (1564 
一 1642) 与 J。 开 普 勒 〈(1571 一 1630) 的 发 现 起 了 
带头 作用 。 人 角 利 略 ， 在 25 岁 以 前 就 开始 了 一 系列 实 
验 ， 由 此 发 现 了 有 关 地 球 重力 场 中 物体 运动 的 若干 
基本 事实 ， 开 普 勒 ， 到 1619 年 ， 已 经 全 部 归纳 出 他 
那 著 名 的 行星 运动 三 大 定律 。 这 些 成 就 对 于 后 世 许 
多 数学 的 发 展 影响 很 大 ， 所 以 必须 列 为 两 件 “ 数 学 
Ye” 。 伽 利 略 的 发 现 产生 了 现代 力学 ， 而 开 普 
勒 的 发 现 则 产生 了 现代 天 体力 学 。 这 些 学 科 的 发 展 
又 要 求 创造 新 的 数学 工具 一 一 微 积分 ， 这 样 才 能 处 
理 变化 、 流 动 及 运动 的 现象. 
ft 一 种 新 型 的 数学 应 运 而 生 ， 把 新 旧 数 学 加 以 对 
比 ， 旧 数学 似乎 募 气 沉沉 ， 老 态 龙 钟 ， 而 新 数学 则 
显得 朝气 莫 勃 ， 生 龙 活 虎 ， 所 以 ， 旧 数学 可 以 出 作 
摄影 学 上 的 静物 摄影 阶段 ， 而 新 数学 则 可 比 作 电影 
.摄影 阶段 。 此 外 ， 旧 数学 与 新 数学 相 比 ， 犹 如 解剖 
学 与 生理 学 相 比 ， 前 者 研究 户 体 ， 后 者 研究 活体 。 
还 有 ， 老 数学 只 涉及 固定 与 有 限 的 对 象 ， 而 新 数学 
则 恬 括 了 变化 与 无 限 的 对 象 

伽利略 1564 年 生 于 比萨 JB BOE 

© Bx 大 利 而 北部 坡 市 ， 以 其 全 HEM. 一 一 译注 
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世家 的 子弟 。 伽 利 略 开头 学 医 , 觉 得 索然 赛 味 , 后 来 
征 得 父母 同意 , 改 学 科学 与 数学 ,在 这 些 领域 里 他 有 
极 好 的 天 赋 。 当 他 还 在 比萨 大 学 学 医 的 时 候 ， 就 获 
得 了 他 那 历 史上 有 名 的 发 现 ， 那 里 大 教堂 里 悬挂 的 
大 吊灯 周期 性 地 来 回 摆动 ， 其 周期 与 摆动 的 弧度 无 
关 。。 后 来 他 证 明了 钟 摆 的 周期 也 不 依赖 于 摆 锤 
的 重量 .他 25 岁 时 就 被 任命 为 比萨 大 学 的 数学 教授 ， 
据说 ， 在 任职 期 间 ， 他 利用 比萨 斜 塔 完成 了 一 些 实 
验 ， 证 明 重 物 下 落 并 不 比 轻 物 更 快 ， 这 是 与 亚 理 斯 
多 德 的 学 说 相 背 的 。 他 把 一 些 球体 沿 倾斜 的 平面 深 
下 ,得 到 了 下 述 定律 : 物体 下 落 的 距离 与 下 落 时 间 的 


平方 成 正比 ， 这 是 符合 现在 的 熟知 ARS =- gt? 


的 。 

伽利略 由 于 对 比萨 当地 的 论战 感到 很 不 顺心， 
于 1591 年 辞去 了 比萨 大 学 的 职位 ， 翌 年 接受 了 帕 都 
亚 @ 大 学 数学 教授 的 职位 ， 那里 对 科学 研究 有 一 种 
较为 友善 的 气氛 . 合 利 略 在 帕 都 亚 生 活 了 将 近 18 年 ， 
持续 地 进行 他 的 实验 和 教学 工作 ， 遐 偿 闻 名 。 当 他 
在 由 都 亚 的 时 候 ,大 约 在 1607 年 ,他 听 说 荷兰 的 透镜 
研磨 家 J. 李 伯 尔 舍 姆 发 明了 主 远 镜 ， 便 着 手 研制 他 
自己 的 仪器 ， 结 果 造 出 了 一 架 望 远 镜 ， 能 够 放大 30 


。 这 只 是 近似 实 确 ; 如 果 振 幅 很 小 ,近似 度 就 高 。 一 一 原 注 
@ 意大利 东北 部 城市 。 一 一 评注 


25% 


多 倍 。 他 利用 这 架 望远镜 观察 到 太阴 的 黑子 (这 违 
STUERSENGE: BRB), PAT ARL 
HUDER, WBS AE, LEK 
以 及 木星 的 四 显明 亮 的 卫星 (这 三 项 发 现 都 为 哥 白 
尼 的 日 心 说 提供 了 证 据 ) 。 伽 利 略 的 这 些 发 现 引起 
了 教会 的 反对 ， 最 后 于 1633 年 ， 他 被 传 到 罗马 宗教 
法 庭 ， 被 迫 宣布 撤消 他 的 科学 发 现 ， 幽 禁 家 中 。 后 
来 没 过 几 年 ， 这 位 大 科学 便 双 目 失 明 ， 于 1642 年 牧 
世 ， 那 一 年 正好 了 牛顿 诞生 。 

现代 科学 精神 在 于 理论 与 实验 的 和 谐 一 致 ， 这 
一 点 应 该 归功 于 仰 利 略 。 他 不 仅 发 现 了 自由 落体 的 
力学 原理 ， 而 且 疯 定 了 一 般 力 学 的 基础 ， 后 来 牛顿 
才能 够 据 以 建立 起 这 门 学 科 的 数学 理论 。 合 利 略 第 
一 个 认识 到 真空 中 发 射 物 所 经 路 径 是 一 条 抛物 线 这 
一 性 质 ， 他 还 推 究 过 动量 定律 ， 发 明了 第 一 架 现代 
型 的 显微镜 。 teL, MAET “REI 
这 一 简单 仪器 广 为 流 行 达 二 百 多 年 之 久 。 

MER EARSTURRR ANE, i 
是 关于 天 文学 的 ， 英 文 标题 是 The Two Chief Sys™ 
iem3s@O(1632)， 论 述 托 勤 玫 宇宙 观 与 哥 白 尼 FEM 
的 相对 功绩 ， 另 一 件 是 关于 物理 学 的 ， 英 文 标题 是 


人 “这 是 简称 ，《 两 大 体系 》。 意 大 利文 标题 是 Piclogo dei 
massimi sistemi (《 关 于 两 大 体系 的 对 话 》)。 一 一 详 注 
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The Two New Sciences® (1638) ， 讨 论 一 般 力 学 
与 材料 力学 。 这 两 件 著作 都 是 以 三 人 对 话 的 形式 写 
成 的 ， 萨 尔 维 亚 提 一 位 博古 通 今 的 学 者 ) ， 萨 格 
雷 赛 一 位 聪明 害 智 的 凡夫 俗 子 》， 森 普 里 丘 《 一 
位 正统 的 亚 理 斯 多 德 信徒 ) 。 就 是 这 第 一 件 著作 直 
接 引起 了 伽利略 的 受审 与 幽禁 ， 第 二 件 著作 在 菜 合 
出 版 ， 是 人 角 利 略 在 强制 幽禁 的 不 幸 年 代 里 写成 的 。 
在 这 些 专著 中 可 以 找到 对 无 穷 大 与 无 穷 小 的 某 些 性 
质 的 认识 ， 例 如 有 无 穷 类 等 价 的 观念 ， 这 是 后 来 十 
九 世 纪 康 托 的 集合 论 与 超 限 数理 论 中 的 基本 观念 。 

看 来 ， 仰 利 略 对 他 那 著 名 的 同 代 人 J 了 开 普 惑 可 
能 有 些 嫉 妒 ， 因 为 ， 尽 管 到 1619 年 开 普 勒 已 经 全 部 
公布 了 他 的 行星 运动 三 大 定律 ， 但 伽利略 对 这 些 定 
律 却 全 然 置 车 固 闻 。 

J. 开 普 勒 1571 年 生 于 德国 的 斯 图 加 特 附近 ， 开 
头 在 蒂 玉 宾 根 大 学 求学 ， 打 算 将 来 当 一 名 路 德 教 
派 @ 的 牧师 。 他 象 伽利略 一 样 ， 党 得 自己 最 初 的 职 
业 选 择 很 不 称心 ， 远 不 如 科学 、 特 别 是 天 文学 那样 
叫 他 心 醇 ， 所 以 后 来 他 改变 了 自己 的 计划 ,1594 年 ， 


O 这 是 简称 ，《 两 门 新 学 科 》。 意大利 文 标题 是 Discorsi e 
dimostrazioni matematiche intorno à due nuove scienze ( «#. 
于 两 门 新 学 科 的 谈话 与 数学 论证 》 ) 。 这 件 落 作 是 秘密 传 入 荷兰 在 
莱 登 城 出 版 的 ， 一 一 译注 

©) 马丁 。 路 德 是 十 六 世纪 德国 的 宗教 改革 家 ， 创建 了 基督 教 . 
新 教 的 路 德 教派 。 一 一 译注 
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他 二 十 多 岁 ,接受 了 奥地利 格拉 北大 学 的 讲师 职位 。 
五 年 以 后 ,他 为 著名 的 丹 安 瑞典 天 文学 家 TA EE 
当 助 手 ， 当 时 布 授 厄 已 在 布拉格 为 全 道夫 二 世 陛 下 
担任 宵 庭 天 文官。 过 后 不 久 ，1601 年 ， 布 授 厄 突然 
去 世 ， 开 普 革 不仅 接替 了 他 老师 的 位 置 ， 而 且 还 获 
得 了 布 授 厄 收集 的 有 关 行 星 在 天 空运 行 位 置 的 大 量 
精确 资料 。 于 是 ， 开 普 勒 根据 布 授 厄 那 一 大 堆 观 测 
数据 ， 著 手 探索 行星 究竟 是 如 何在 空间 运行 的 ， 他 
那 坚 持 不 懈 的 精神 实在 惊人 。 

”经 常 有 人 说 ， 只 要 工夫 深 ， 持 之 以 恒 ， 儿 乎 没 
有 不 可 解决 的 问题 。T, 爱 迪生 曾经 说 , 发 明 是 百 分 
之 一 靠 灵感 ， 百 分 之 九 九 靠 汗水 ， 解决 问题 也 差 不 
多 百 分 之 一 靠 创 造 , 百 分 之 九 十 九 千 坚 持 . 开 普 勒 
在 解决 行星 绕 日 运动 问题 时 那 种 惊人 的 趣 力 ， 清 楚 
地 证 明了 这 一 点 ， 在 科学 史上 也 许 再 也 找 不 到 更 好 
的 例证 了 。 哥 白 尼 的 日 心 说 是 ， 行星 沿 着 绕 日 心 的 
轨道 旋转 ， 开 普 勒 对 此 坚信 不 疑 ， 他 奖 强 地 企图 确 
定 那些 轨道 的 性 质 和 位 置 ， 以 及 行星 沿 轨道 运行 的 
方式 . 由 于 掌握 了 布 授 厄 那 大 量 的 观测 记录 ， 问 题 
就 在 于 求 得 行星 运动 的 一 种 模式 ， 与 布 授 尼 的 观测 
完全 相符 。 布 授 厄 的 记录 是 可 靠 的 ， 所 以 任何 一 种 
和 解答， 要 是 与 布 授 厄 观测 到 的 位 置 娜 愧 相差 只 是 月 
球 的 视觉 直径 的 四 分 之 一 ， 也 一 定 是 错误 的 ， 不 能 
采用 。 于 是 ， 开 普 勒 先 以 他 的 创造 力 猜 测 某 种 可 能 
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的 解答 ， 然 后 为 了 证 实 或 否定 他 的 猜测 ， 他 又 以 令 
人 心力 交 冶 的 坚持 不 懈 精 神 进行 大 量 宛 长 乏味 的 计 
算 。 他 百折不挠 ， 进 行 了 许 许多 多 的 计算 ， 工 作 执 
情 和 耐心 多 年 不 训 。 最 后 他 解决 了 他 的 问题 ， 提 出 
了 他 的 行星 运动 三 大 定律 , 头 两 个 是 1609 年 发 现 的 ， 
第 三 个 晚 十 年 ， 是 1619 年 发 现 的 ， 


工 .行星 绕 日 运动 ， 其 轨道 呈 机 圆 形 ， 太 阳 位 于 机 图 的 
一 个 焦点 处 . 

| .联结 行星 与 太阳 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 
aA. ， . 

HL $7 SiG Pi Se — AS el AY I SS He T 
立方 成 正比 

这 些 定律 是 根据 布 授 厄 的 大 量 数据 赁 试验 发 现 
的 ， 是 科学 史上 最 了 不 起 的 归纳 结果 。 难 怪 开 普 勒 
为 他 1619 年 出 版 的 《宇宙 的 和 谐 》 一 书 作 序 时 ， 得 
意 扬 扬 地 写 出 了 下 面 一 段 诗意 盎然 的 话 ， 

我 是 在 为 我 的 同 代 人 写 书 ， 或 者 说 ， 为 子孙 后 代 

BE REED .也 许 ， 我 的 书 要 等 一 百年 才 有 知 

. 间 , 上 帝 不 是 等 了 六 千年 才 有 顶礼 膜拜 的 人 吗 ? 

开演 勒 的 行星 运动 定律 是 天 文学 史 及 数学 史上 、 
HEEM, 因为 I 牛顿 为 了 证 实 这 些 定律 而 创建 了 
现代 天 体力 学 。 有 一 件 避 很 值得 注意 ， 希腊 人 研究 
出 圆锥 曲线 的 性 质 之 后 ， 竞 然 过 了 1800 年 才 出 现 这 
拌 一 个 光彩 夺目 的 实际 应 用 ! 一 件 纯 数学 的 作品 什 
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么 时 候 才 能 得 到 意 想不到 的 应 用 ， 这 永远 是 一 个 
B. | 

开 普 勤 为 了 计算 其 第 二 定律 中 所 说 的 面积， 不 
得 不 采用 一 种 粗糙 的 积分 法 ， 从 而 使 他 成 为 积分 学 
的 先驱 者 之 一 。 开 普 勒 在 其 Stereometria doliorum 
vinorum 《《 酒 桶 的 体积 测量 》，1615 年 ) 一 书 中 ， 
对 于 圆锥 曲线 段 绕 其 平面 轴 旋 转 而 得 的 93 种 不 同 的 
立体 图 形 ， 也 用 某 些 粗糙 的 积分 法 求 得 了 相应 的 体 
积 。 这 些 立 体 图 形 中 有 图 环 ， 还 有 他 称 为 “苹果 ?” 
和 “ 柠 榜 ” 的 两 个 图 形 ， 后 面 这 两 个 图 形 是 使 一 个 
圆 的 优 弧 和 劣 弧 各 以 相应 的 弱 作 轴 旋 转 而 得 。 开 普 
惑 之 所 以 对 这 些 问 题 发 生 兴趣 ， 是 因为 他 看 到 当时 
酒量 估算 人 员 使 用 的 方法 很 抽 劣 ， 卡 巨 列 里 很 可 能 
就 是 受到 开 普 勒 这 一 工作 的 影响 ， 后 来 才 以 他 的 
“元 素 法 ”把 积分 学 推进 到 一 个 新 的 阶段 ， 这 一 点 
将 在 下 一 讲 讨论 。 

开 普 勒 对 少 面体 这 一 主题 也 有 可 观 的 贡献 他 
似乎 最 先 认识 到 扭 楼 柱 〔 让 楼 柱 的 上 底 在 其 平 面 上 
转动 ， 使 顶点 与 下 底 的 边 成 对 应 ， 然 后 用 折线 把 两 
底 的 顶点 联结 而 成 ) ; 他 还 发 现 了 宫灯 十 四 面 KO, 
鞭 形 十 二 面体 和 次 形 三 十 面体 ， 其 中 第 二 种 在 自然 
界 的 表现 就 是 石榴 石 结晶 。 四 种 可 能 的 星 形 多 面体 


@ 把 一 个 立方 体 八 个 穆 角 切 掉 构 成 的 十 四 面体 ， 其 中 八 个 面 
是 相等 的 正三 角形 。 六 个 面 是 相等 的 正方 形 。 一 一 译注 
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中 有 两 种 是 开 普 勤 发 现 的 ， 其 余 两 种 是 几何 力学 的 
HRAL MAR (1777—1859) 于 1809 年 发 现 的 ; 
开 普 勤 及 猜 望 索 的 星 形 多 面体 是 平面 上 的 星 形 正 多 
边 形 在 空间 中 的 相应 图 形 。 开 普 勤 还 率先 研究 正 多 
We OAD 覆盖 平面 的 问题 。 

圆锥 曲线 几何 中 的 焦点 的 拉丁 文 focus (表示 
AI) 就 是 开 普 勤 引进 的 ,他 给 出 了 半 轴 为 “与 
5 RO RAUL KHER DMA x (a+ 防 ， 他 还 提出 一 条 所 、 
谓 的 “连续 性 原理 ”， 即 是 假设 平面 上 存在 某 些 理 
想 点 和 一 条 理想 直线 ， 位 于 无 穷 远 处 ， 具 有 平常 的 
点 与 直线 的 许多 性 质 ， 他 由 此 说 明 ， 直 线 可 以 视 为 
在 无 穷 远 处 闭合 ， 两 条 平行 线 应 视 为 在 无 穷 远 处 相 
交 ， 抛 物 线 可 以 视 为 本 圆 或 双 他 线 当 一 个 焦点 隐 退 
到 无 穷 远 时 的 极限 情形 。 这 些 观念 得 到 了 后 世 儿 何 
学 家 的 发 展 ， 

开 普 勒 是 一 个 坚定 的 毕 达 哥 拉 斯 信徒 ， 所 以 他 
的 工作 往往 是 怪诞 的 神秘 主义 与 细致 的 科学 精神 的 
AK. TERE, EMS Tit LS CHE, 
使 他 的 个 人 生活 几乎 难以 忍受 ， 当 他 年 仅 四 岁 时 ， 
染 上 了 天 花 ， 使 他 的 视力 遭 到 很 大 损害 ， 终 生 身 体 
虚弱 ， 他 的 青年 时 代 毫 无 乐趣 ， 结 婚 更 给 他 带 来 长 
入 的 悲哀， 他 的 宠儿 也 死 于 天 花 ， 他 的 妻子 发 疯 去 
世 ， 当 格拉 兹 城 落 入 天 主教 徒 之 手 时 ， 他 被 解除 了 
格拉 兹 大 学 讲师 的 职位 ， 他 的 母亲 被 指控 为 下 汉 草 
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到 监禁 ， 他 几乎 花 了 一 年 的 时 间 拼 命 想 救 她 出 狱 ， 
(HE Othe ah TR RE ERs MHE 
是 迟 返 领 不 到 。 有 报告 说 ， 他 第 二 次 结婚 比 第 一 次 
更 加 不 幸 ， 虽 然 他 防 患 于 未 然 ， 素 前 细 针 密 线 地 分 
析 了 十 一 个 姑娘 的 长 得 ， 结 果 还 是 挑 错 了 。 他 所 于 
无 奈 , 靠 算命 来 增加 收入 。1630 年 ; 开 普 勒 去 案 取 一 
些 长 期 拖欠 的 工资 ， 在 旅途 中 因 热 病 去 世 ， 亨 年 59 


练习 


18.1 伽利略 假定 所 有 物体 都 以 相同 的 常 值 加 
违 度 g 下 落 ， 他 证 明了 物体 下 落 的 距离 4 与 下 落 时 间 
t 的 平方 成 正比 ， 试 对 佑 利 咯 论 证 中 下 列 阶段 给 出 
证 明 。 . 
(Ga) PvA EAE, Mv=gt, 

( 纺 若 ?与 :是 就 一 个 落体 而 言 ， 与 了 是 RF 
一 个 落体 而 言 ， 则 有 V/V = iT， 从 而 习 、 股 之 长 为 
y 与 ji 的 直角 三 角形 相似 于 句 、 股 之 长 为 了 与 了 的 直角 
三 角形 。 

(c) 由 于 违 度 的 增加 是 移 习 的 ， 所 以 平均 下 | 


沙 违 度 是 了 yw， 从 而 d= pute A MERAH 


直角 三 角形 的 面积 。 
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(DER; d/D=t/T? 以 及 d= i gt, 
伽利略 是 通过 观测 沿 儿 面 滚 下 的 球体 的 下 落 时 
间 来 说 明 最 后 一 个 定律 的 。 
18。2 “RAL” HARM, Aa 轴 钉 
在 一 头 连接 在 一 起 ， 如 图 59 所 未。 fide RWG 上 at. 


图 59 
有 一 种 简单 的 刻度 ， 从 转生 出 发 ， 以 转轴 作为 刻度 
的 RS, 
(2) 说 明 如 何 利 用 扇形 规 把 已 知 线段 分 成 五 
等 份 。 


( 蕊 说 明 如 何 利用 扇形 规 来 改变 绘图 的 比例 。 
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18,3 (a) 说 明 如 何 利用 扇形 规 来 求 三 个 已 知 
ža, b, ch parapar Crx 使 得 a:b=cC: 
X)， 并 说 明 由 此 如 何 用 于 外 汇 问题 。 
(2) 伽 利 咯 说 明 扇 形 规 的 用 法 是 用 下 述 问 题 ， 
如 果 以 利率 曲 按 年 计 复 利 ， 现 有 本 息 共 150 斯 库 
多 @， 求 五 年 前 应 存 入 的 本 金 数额。 试用 扇形 AR 
此 问题 。 
扇形 规 的 两 壁 上 经 常 配 有 附加 刻度 ; 一 种 叫做 
“4 面积 尺 ?， 是 按 有 关 各 数 的 平方 值 来 标 上 刻度 的 ， 
用 来 求 数 的 平方 及 平方 根 ; 另 一 种 叫 “ 体 积 尺 "， 是 
按 有 关 各 数 的 立方 值 来 标 上 刻度 的 ! 还 有 一 种 可 以 
给 出 单位 加 上 菜 些 特定 度数 的 发 的 弦 长 ， 技 术 人 员 
可 以 用 来 作 量 角 器 ; 另 一 种 叫做 “金属 尺 ”， 标 有 中 
世纪 用 的 金 、 银 、 钢 、 铁 等 金属 的 标记 ， 按 照 这 些 
人 金属 的 密度 确定 其 间隔 的 长 短 ， 可 以 用 来 解 雪 铜 球 
重量 已 知 而 求 相等 重量 的 铁 球 直径 这 样 的 问题 。 
扇形 规 操 作 起 来 不 象 计算 尺 那 祥 精 确 而 简便 ， 
18.4 伯 利 咯 在 其 1638 年 的 《两 门 新 学 科 》 中 讨 
论 过 下 述 几 何 诡辩 ， 试 加 以 说 明 ; 
假设 图 60 中 的 大 回 沿 直线 从 4 到 B 滚 动 一 图 ， 
所 以 4B 等 于 大 加 的 周 长 。 于 是 ， 与 大 辆 固 定 在 一 
起 的 小 圆 也 转 了 一 图 ， 所 以 CD 等 于 小 圆 的 周 长 。 由 


中 意大利 二 金币 名 。 一 一 译注 
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. 图 60 
此 可 见 ， 两 贺 有 相等 的 周 长 。 


这 个 诡辩 亚 里 斯 多 德 早 就 讲 过 了 ， 因 而 有 时 也 


PAS ERN ZAHER. 


18°5 Må A CHIT MSY PAR: 


“RI 


数 的 个 数 不 少 于 所 有 的 数 的 总 个 数 ， 后 者 也 不 多 于 


前 者 ”中 试 加 以 解释 。 


18.6 (a) 行 星 速 度 最 大 时 应 在 轨道 何 处 ? 
() 利 用 下 列 现代 数据 大 致 核对 开 普 勒 第 三 
定律 AU ,表示 “天 文 单位 "， 即 地 球 轨道 半 长 轴 


ZK): 

行 B | 以 年 为 单位 的 时 间 半 长 轴 之 长 
水 £ 0.241 0,387A,U, 
& 星 0,615 0,723A,U, 
地 球 | 1.000 1,000A,U, 
x 星 1,881 1,524A,U, 
木星 11,862 5,202A,U, 
iB 29,457 9.5394, U, 


(证 长 轴 为 1004.0U ,的 行星 ， 其 周期 是 多 


O 最 后 一 名 似 应 为 “前 者 也 不 多 于 后 者 ”。 一 一 译注 
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d) 周期 为 125 年 的 行星 ， 其 半 长 轴 是 多 少 ? 
18:7 (2) 两 个 假想 的 行星 绕 日 运行 ， 其 杭 园 轨 
道 的 半 长 轴 相 等 ， 但 一 个 轨道 的 短 轴 为 另 一 个 之 
半 。 这 两 个 行星 周期 之 比如 何 ? 
( 纺 月 球 洛 棋 圆 轨道 弱 地 球 旋转 一 周 的 时 间 
是 27。3 天 ， 执 道 半 长 轴 为 地 球 半 径 的 60 倍 。 试 问 ， 
与 地 表 接 近 绕 之 旋转 的 卫星 ， 其 周期 是 多 少 ? 
18-8 用 全 等 的 正 多 边 形 铺 满 平面 ， 这 是 很 有 
趣 的 销 砖 问题 ， 设 1 是 这 种 多 边 形 的 边 数 。 
(@) 如 果 多 边 形 的 顶点 不 能 落 在 另 一 多 边 形 
的 边 上 ， 试 证 明 ; 在 每 个 顶点 处 的 多 边 形 的 个 数 是 
24+4/(n-2)5 
图 而 必定 有 ?= 3，4 或 6。 画 图 说 明 铺 设 方式 。 
(人 如 果 一 个 多 边 形 的 顶点 一 定 要 落 在 另 一 
个 多 边 形 的 边 上 ， 试 证 明 ; 聚集 在 这 种 顶点 处 的 多 
边 形 的 个 数 是 
1+2/(n~ 2) 
因而 必定 有 ?= 3 或 4。 画 图 说 明 铺设 方式 。 
18.9 试 作 图 说 明 下 列 平面 销 砖 方式 
(q) 两 种 大 小 的 等 边 三 角形 ， 大 者 边 长 为 小 
省 边 长 的 两 倍 ， 使 得 大 小 相同 的 三 角形 谱 边 不 重 
a. : 
( 纺 两 种 大 小 的 正方 有形， 大 者 边 长 为 小 者 边 
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长 的 两 倍 ， 使 得 小 正方 形 诸 边 不 重 酝 。 
(0) 全 等 的 等 边 三 角形 与 会 等 的 正 十 二 边 形 ，。 
(d) 全 等 的 等 边 三 角形 与 人 等 的 正六 边 形 。 
(6) 全 等 的 正方 形 与 全 等 的 正八 边 形 。 
(人) 假设 我 们 有 一 种 平面 铺 砖 方式 ， 使 得 在 各 
顶点 处 都 有 同样 三 种 不 同 的 正 多 边 形 。 如 果 这 三 种 
多 边 形 的 边 数 分 别 是 p，4，7， 试 证 明 ， 


这 个 方程 有 一 个 整数 解 : p=4，4= 6，7=12, KE 
图 说 明 由 全 等 的 正方 形 、 全 等 的 正六 边 形 以 及 全 等 
的 正 十 二 边 形 组 成 的 这 种 铺设 方式 。 

18°10 (CC) 开 普 勒 把 半径 为 ?、 周 长 为 C 的 A 分 
成 大 量 很 富 的 扇形 ， 把 每 个 扁 形 视 为 一 个 很 室 的 等 
REA, KAA RARUORK, MARR 


他 得 到 图 面积 公式 A=tic, 试 说 明 其 论证 方式 。 
(b) 利 用 开 普 勒 的 那 种 论证 思想 求 出 半径 为 
Y、 表 面积 为 8 的 球 的 体积 为 了 = IS, 


(c) 利 用 开 普 勒 的 那 种 论证 思想 求 出 半 长 轴 
Aa, + $i) Hb HD GR HA= aad, 
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+t. WA 


卡 瓦 列 里 的 元 素 法 
(公元 1635 年 ) 


十 四 世纪 ， 斯 叶 纳 城 @ 受 到 教会 祝福 的 G。 寇 龙 
世 尼 建立 了 一 个 宗教 团体 ， 叫 做 “耶稣 困 ”， 但 癌 
CRRA” SEARO, 该 团体 是 教皇 乌 尔 班 五 世 
于 1367 年 批准 的 ， 其 原 间 是 照料 当时 蔓延 欧洲 的 鼠 
， 疫 患者 以 及 措 理 死者 。 随 着 时 间 的 流逝 ， 耶 稣 团 也 
就 优 旗 息 喜 了 ，1606 年 曾 企图 重整旗鼓 ， 但 后 来 由 
-于 该 团 流 次 日 入， 积 重 难 返 ， 终 于 土 朋 瓦 解 ， 烟 消 
ZRT. WALK HRMS, BIR 
会 法 规 所 不 容 的 ， 所 以 于 1668 年 遭 到 教皇 克勤 门 特 
九 世 的 取缔 。 

1613 年 ， 就 是 耶稣 团 企图 重整旗鼓 之 后 不 过 几 


O 意大利 中 部 城市 。 一 一 译注 

© ”耶稣 会 是 天 主教 教士 罗 埃 欧 拉 (IgEnazio di Loyola, 1491 
一 1556) 创建 的 。 两 者 意大利 原名 是 由 “耶稣 ” (Gesu) 加 不 同 
后 缀 构成 ， 但 词义 相近 (Gesuati 和 Gesuiti) ;英文 名 称 则 是 FR, 
只 有 一 个 字母 的 差别 (Jesuats 和 Jesuits) ， 因 而 引起 了 下 X 所 说 
的 误 传 ,一 一 译注 
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年 ， 有 一 个 名 叫 波 纳 文 图 拉 ，。 卡 瓦 列 里 的 十 五 岁 的 
意大利 少年 被 接纳 入 团 ,后 来 他 就 终生 为 该 团 服务 。 
正 是 由 于 这 个 缘故 以 及 耶稣 团 的 最 终 潭 灭 ， 而 耶 钱 
AAS ARAL, DIRE 
科 全 书 、 历 史 落 作 以 及 资料 辑录 都 误 称 卡 巨 列 里 是 
一 个 耶稣 会 教士 。 而 处 是 耶稣 团 成 员 ， 从 而 提供 了 
一 个 绝 好 的 例证 ， 说 明白 纸 黑 字 的 史籍 可 能 包 践 着 
永远 工 伏 的 错误 ， 一 位 史家 记载 一 段 错误 而 无 实证 
WU, BRL RRS ERAR, 
这 样 的 事情 是 太 容易 发 生 了 ， 所 以 许多 错误 的 说 法 
才 得 以 广泛 流传 了 相当 长 的 时 期 。 
ERASERS RANK KS, SLT Oo 
利 略 门下 ， 自 1629 年 至 1647 年 他 49 岁 逝世 ， 一 直 担 
任 波 隆 尼 亚 大 学 数学 教授 。 卡 瓦 列 里 是 当时 最 有 影 
响 的 一 位 数学 家 ， 写 过 一 些 有 关 三 角 、 几 何 , 光 学 、 
天 文学 以 及 占星 术 的 著作 ， 他 最 早 认识 到 对 数 的 巨 
大 价值 ， 并 且 主 要 是 他 最 先 把 对 数 介绍 到 意大利 ， 
但 是 ， 他 对 数学 的 最 大 贡献 则 是 一 份 题 为 《元 素 几 . 
何 》 的 专著 ， 初 版 于 1635 年 ， 论 述 微 积分 发 明 以 前 
的 “元 素 法 ”。 正 如 近代 数学 的 许多 理论 可 以 回 
淹 到 古 希腊 人 一 样 ， 元 素 法 ， 追 源 湖 流 ， 则 可 以 归 
到 德 次 克利 特 “〈 约 在 公元 前 410 年 ) 和 阿 基 米 德 ( 约 : 
公元 前 287 年 一 212 年 ) 。 很 可 能 是 开 普 勒 对 积分 法 : 
的 探索 直接 启发 了 卡 瓦 列 里 ， 不 管 怎样 ， 卡 瓦 列 里 ; 
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《元 素 几 何 》 在 1635 年 的 出 版 是 “数学 史 菁 华 ” 的 
标志 。 | 

卡 瓦 列 里 论述 元 素 法 的 专著 洋洋 洒洒 ， 但 叙述 
AW, UT RRA ERA LB ER, 
其 确切 涵义 究竟 是 什么 O@。 看 来 ， 平 面 图 形 的 元 素 
是 指 该 图 形 上 的 弦 ， 平 面 图 形 可 以 视 为 由 无 限 多 个 
这 样 的 平行 元 素 拼合 而 成 。 同 样 ， 空 间 实体 的 元 素 
则 是 该 实体 的 平面 截面 ;空间 实体 可 以 视 为 由 无 限 
多 个 这 种 平行 元 素 拼 合 而 成 。 于 是 ， 卡 瓦 列 里 论证 
说 ， 如 果 我 们 使 某 个 平面 图 形 的 一 组 平行 元 素 中 每 
一 个 都 沿 着 它 的 轴 滑 动 ， 使 所 有 元 素 的 端点 仍然 描 
出 --- 条 连续 的 边界 线 ， 那 么 这 样 构 成 的 这 个 新 的 平 
面 图 形 的 面积 正好 就 是 原平 面 图 形 的 画 积 ， 因 为 这 
两 个 平面 图 形 是 由 同样 一 些 元 素 拼 合 而 成 的 。 对 于 
空间 实体 而 言 ,使 它 的 一 组 平行 元 素 作 同 样 的 滑动 ， 
就 得 到 另 一 个 空间 实体 ， 其 体积 与 原来 的 相同 . (最 
后 这 个 结果 可 以 用 一 个 明显 的 例证 说 明 如 下 考 串 
一 洗 向 上 重 倒 的 卡片 ， 把 这 一 消 的 侧面 平 推 成 曲 
面 ， 于 是 ， 打 乱 了 的 这 一 但 与 原来 的 一 可 有 相同 的 
体积 。) 这 些 结果 稍 加 推广 就 给 出 所 谓 的 
卡 瓦 列 里 原理 ， 

D FANE “TR” Gndivisible) 是 借用 吉 代 经 院 暂 学 的 概 
S, 总 指 不 可 分 的 最 小 单元 。 这 里 是 说 ， 卡 瓦 列 里 没有 确切 说 明 其 
数学 涵义 。 一 一 译注 
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1, 如 果 两 个 平面 图 形 含 于 一 双 平行 直线 之 间 ， 如 果 与 
包 盟 直线 平行 的 任何 一 条 直线 在 这 两 个 图 形 上 的 截 段 之 长 
总 有 图 定 不 变 的 比值 ， 那么 这 两 个 平面 图 形 的 直 积 也 有 F 
Ray ti. 

2. 如 果 两 个 空间 实体 含 于 一 双 平行 的 平面 之 间 ， 如 果 
与 包 图 平面 平行 的 任何 一 张 平面 在 这 两 个 实体 上 的 堆 E E 
积 总 有 固定 不 变 的 比值 ， 那么 这 两 个 实体 的 体积 也 有 同样 
的 比值， 

_ 卡 瓦 列 里 原理 是 计算 面积 及 体积 的 有 用 工具 ， 
其 直观 论据 很 容易 利用 近代 积分 观念 加 以 严格 化 。 
只 要 承认 这 些 原理 在 直观 上 是 显然 的 ， 就 可 以 解决 
许多 平常 需要 更 高 的 积分 技巧 的 量度 问题 。 

现在 让 我 们 举例 说 明 卡 瓦 列 里 原理 的 用 法 ， 先 
使 用 平面 原理 求 半 轴 为 4 及 b 的 椭圆 的 面积 ， 然 后 
使 用 空间 原理 求 半径 为 "的 球 的 体积 

考虑 椭 加 和 贺 

x?/a? +y*/b? = 1, a>b, x? +y’ =a’, 
其 图 形 参 考 同 一 个 直角 坐标 架 画 出 ， 如 图 61 所 示 。 
,把 上 面 的 两 个 方程 各 对 3 求解 ， 我 们 分 别 得 到 

ja aÈ, y=, 
BENA, RADIAL aT RE b/a 所 
.以 梢 圆 和 圆 的 对 应 铝 直 弦 也 有 同样 的 比值 ， 从 而 据 
卡 瓦 列 里 第 一 原理 ,椭圆 和 圆 的 面积 也 有 这 个 比值 。 
这 就 得 到 我 们 的 结论 ; 
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图 6 


椭圆 面积 = (b/a) (加 面积 ) 
= (b/a) (xa?) = mab, 

这 基本 上 就 是 开 普 勒 求 半 轴 为 a 和 5 KREE 时 
使 用 的 方法 。 

现在 让 我 们 求 出 半径 为 ?的 球 的 熟知 体积 公 
式 .图 62 的 左边 是 一 个 半径 为 7 的 半球 ， 右 边 是 半 
径 和 高 都 是 > 的 圆柱 体 ,其 中 挖 掉 了 一 个 圆锥 体 ,该 
， 锥 体 的 底 是 圆柱 的 上 底 , 顶 点 是 圆柱 下 底 的 圆心 . 半 
球 和 有 玄 孔 的 圆柱 坐落 在 一 张 公共 的 平面 上 。 我们 
现在 用 一 张 与 底 平 面 平 行 、 与 之 祖 距 4 的 平面 来 截 
这 两 个 立体 图 形 ， 一 个 截面 是 圆 ， 另 一 个 截面 是 加 
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环 。 据 初等 儿 何 容易 证 明 ; :这 两 个 截面 的 面积 都 是 
mr’ 一 hb)。 因 此 ， 据 卡 压 列 里 第 二 原理 知 ， 这 两 
个 立体 图 形 的 体积 相等 。 于 是 球 的 体积 

V = 2 圆柱 体积 -~ 圆锥 体积 )》 

= 2(nr® — ar? J3) = 4nr?/3, 


图 62 
作为 卡 巨 列 里 第 一 原型 的 男 一 个 例证 ， 让 我 们 
考虑 图 63 左 边 所 画图 形 的 面积 。 右 边 所 画图 形 的 面 
积 作为 比较 ， 这 是 容易 求 出 的 。 因 此 ， 所 求 的 面积 


zj 


Az (x/2+ ir, 
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图 83 
作为 卡 巨 列 果 第 二 原理 的 另 一 个 例证 ， 让 我 们 
来 求 图 564 左边 所 示 “ 球 环 ” 的 体积 ， 这 是 从 半径 为 
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1 的 实心 球 挖 去 与 球 的 极 轴 共 轴 的 一 个 半 色 为 a 的 
图 柱 负 孔 而 得 ,作为 比较 的 立体 图 形 , 是 直径 等 于 球 
环 高 度 2k 的 一 个 球 ,如 图 64 右 边 所 示 。 现 在 用 一 张 
水 平面 来 截 这 两 个 立体 图 形 ， 水 平面 与 这 两 个 立体 
图 形 的 中 心 相 距 A, 在 妹 环 上 的 鹤 面 是 一 个 圆 环 , 面 
积 为 


xr? -h*?) -ra = Xr -a h); 
在 球 上 的 截面 是 一 个 圆 ， 面 积 为 
| m(k? —h*?) =aQ@r?-a?—h*), 
因此 , 球 环 的 体积 了 笑 于 半径 为 [的 球 的 体积 , 即 是 
-drka/3。 

才 有 过 的 是 ， 帘 度 相同 的 所 有 球 环 只 有 同样 的 体积 ,而 与 环 
的 半径 无 关 . 
采用 卡 瓦 列 里 第 二 原理 作为 前 提 ，: 坚 持 使 用 ， 

可 以 大 大 简化 初等 立体 几何 中 碰 到 的 许多 体积 公式 
的 堆 演 ,这 种 方法 已 经 得 到 一 些 教科 书 作者 的 采纳 ， 
“而 晶 根 据 教 学 的 理由 加 以 提倡 例如， 在 推演 熟知 
的 四 面体 体积 公式 了 = Bh/3 时 ， 难 讲 的 部 分 是 先 要 
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TE: 任何 两 个 四 面体 ， 如 果 底 面积 相等 而 且 这 些 
底 上 的 高 也 相等 ， 则 有 相等 的 体积 。 自 欧 几 里 德 的 
《 儿 何 原本 》 以 来 ， 所 有 讨论 立体 几何 的 书 都 帮 现 
出 这 一 固有 的 难点 。 但 是 ， 如 果 利 用 卡 瓦 列 里 第 二 
原理 ， 这 个 难点 就 化 为 乌有 了 。 

卡 瓦 列 里 关于 元 素 的 含糊 观念 ， 有 点 象 是 图 形 
的 原生 部 件 ， 引 起 了 这 一 主题 的 某 些 研究 者 的 热烈 
讨论 和 认真 的 批评 ， 其 中 最 积极 的 是 强 士 金 饰 商 兼 
数学 家 了 P, 古 尔 丁 〈1577 一 1642) 。 卡 瓦 列 里 曾 重 新 
改写 他 的 处 理 方式 ， 以 应 付 这 些 反 对 意见 ， 但 未 能 
如 愿 。 法 国 几 何 学 家 兼 物理 学 家 G.P.de 罗 贝 瓦 尔 
《1602 一 1675) 巧妙 地 使 用 过 上 述 方法 ， 并 声称 是 
该 方法 的 独立 发 明 人 ,. 忆 . 托 里 切 利 (1608 一 1647)， 
P,de 费 马 (1601? 一 1665)，B, 巴 斯 卡尔 (1623 一 
1662) , G de% x% (1584—1667) 、I. 巴 若 (1630 
—1677) 等 人 也 曾经 有 效 地 利用 过 这 种 方法 或 某 种 
相仿 的 方法 ， 他 们 在 工作 过 程 中 取得 的 结果 相当 于 
完成 了 下 面 这 样 一 些 积分 ， - 

fx dx, [sinxdx, {sin’xdx, fxsinxdx, . 

两 个 平面 图 形 ， 如 果 可 以 安放 在 平面 上 ， 使 得 
与 一 组 平行 线 相 截 ， 在 每 条 直线 上 的 两 个 截 段 都 相 
等 :同样 ， 两 个 立体 图 形 ,如 果 可 以 安放 在 空间 中 ， 
使 得 与 一 组 平行 平面 相 截 ， 在 每 张 平面 上 的 两 个 截 
面 的 面积 都 相等 ,就 说 这 两 个 图 形 是 卡 瓦 列 里 全 等 的 。 
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两 个 卡 瓦 列 里 全 等 的 图 形 当然 有 相等 的 面积 〈 平 面 
情形 》 或 体积 空间 情形 ) 。 这 种 全 等 关系 还 有 下 
列 两 条 奇妙 性 质 ， 

1 虽然 任何 多 边 形 都 不 能 与 已 知 圆 卡 瓦 列 里 全 
等 ， 但 却 存在 一 个 多 面体 〈 实 际 上 是 四 面体 ) 与 已 
知 的 球 是 卡 瓦 列 里 全 等 的 。 

2. 昌 然 存 在 体积 相同 的 四 面体 不 是 卡 瓦 列 里 全 
等 的 ， 但 面积 相同 的 任何 两 个 三 角形 都 是 卡 瓦 列 里 
全 等 的 。 


练习 

19.1 用 现代 积分 方法 证 明 卡 拟 列 里 的 两 个 原 
A.. l 
19:2 利用 卡 瓦 列 里 第 一 原理 求 出 曲线 

by? = 《+X)2002 -x) , b>a> 0 
所 包围 的 面积 。 、 

19.3 过 直 图 柱 底面 中 心 的 针 面 在 该 园 柱 上 截 
出 一 个 轩 柱 栅 形 ， 称 为 蹄 形 。 试 用 卡 瓦 列 里 第 二 原 
WAM RR, Rei te PAY, HH 的 


19-4 E: 任何 多 边 形 与 已 知 国都 不 是 目 瓦 
列 里 全 等 的 。 l 


19:5 E E-A S Bik, 5 Okta TAIE 
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PH, 
19:6 利用 卡 瓦 列 里 第 二 原理 求 球面 的 体积 。 环 
面 也 称 锚 状 环 ， 是 半径 为 7 的 一 个 圆 绕 该 圆 所 在 平面 
上 与 图 心 相距 为 (之 7 的 一 条 直线 旋转 而 成 。 
O LIST (a) 证明: MERE TD RSA 
面体 ， 两 两 有 相等 的 底面 积 与 相等 的 高 。 
O 关卡 瓦 列 里 第 二 原理 证 明 ， 两 个 四 面 
休 ， 如 果 有 相等 的 底面 积 和 相等 的 高 ， 就 有 相 鞋 的 
TR, 
(O 证 明 ， 四 面体 的 体积 等 于 底面 积 来 高 
的 三 分 之 一 四 
19.8 广义 楼 柱 体 是 指 一 个 立体 图 形 ， 只 有 .两 
个 平行 的 底面 ， 并 且 与 底面 平行 的 截面 面积 是 该 截 
面 与 一 底面 距离 的 二 次 闵 数 。 f 
(a) 证 明 ， 楼 柱 体 、 棉 形体 〈 直 三 棱柱 转向 ， 
以 一 个 侧面 为 底 安 放 ) 以 及 楼 多 体 的 你 积 由 机 柱 体 公 
Riek, 
V=h UU+4M+L) /6, | 
PIRA, ULMAN, FRAPAD H 
面积 。 
O AFANZ -REE ËR Ë 
体 的 体积 也 由 棱柱 体 公式 给 出 。 
C) 用 积分 法 证 明 问题 ©. 
19。9 说 明 下 列 立 体 图 形 全 都 是 广义 楼 柱 体 的 
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例子 ， 从 而 求 出 它们 的 体积 表达 式 ，。 @ 球体 ， 

(5)》 精 球体 ， 《Cc》 跑 形体 ( 见 练习 19.3 ) ， (d) 
斯 德 因 梅花 立体 〈 两 个 直 贺 柱 体 的 公共 部 分 ， 这 两 个 
国 柱 体 半 径 相 等 ， 而 轴 答 直 相 交 ) 。 

1910 两 个 主体 图 形 含 于 一 双 平 行 平面 之 间 ， 
使 得 平行 于 包围 平面 的 任何 平面 与 这 两 个 立体 机 
Ay TGA TE MK, AM, RATER 
侧面 积 是 否 相等 ? 


进一步 的 读物 


Boyer, C.B, ,The Concepis of the Calculus, 
New York:Dover, 1959, 
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二 十 、 变 形 、 求 解 、 反 演 方法 


解析 几何 的 发 明 


(公元 1637 年 ) 


,数学 家 使 用 的 一 种 最 有 效 的 方法 就 是 所 请 的 
< 变形、 求解、 反 滨 方法" ， 其 主要 怕 想 如 下 ， 要 解 
一 个 难题 ， 先 通过 某 种 简化 过 程 加 以 变形 ， 成 为 一 
个 比较 容易 的 等 价 问题 ， 然 后 对 这 个 较 易 的 问题 
求解 ， 最 后 再 把 简化 过 程 反 溃 回去 ， 得 到 原 问题 的 
, 解 。 让 我 们 用 几 个 例子 来 说 明 上 述 轩 想 。 

假设 有 人 用 法 语 问 我 们 一 个 问题 ， 而 我 们 对 这 
种 语言 并 不 精通 .那么 我 们 可 以 先 把 问题 加 以 变形 。” 
成 为 用 英语 叙述 的 等 价 问题 ， 而 英语 我 们 是 运用 自 
如 得 多 的 。 然 后 我 们 可 以 用 英语 对 问题 求解 ， 给 出 
一 个 用 英语 叙述 的 答案 。 最 后 我 们 可 以 把 英语 答案 
RU 为 法 语 答案 ， 从 而 解决 了 原来 的 问题 ， 

其 次 ,假定 给 了 两 个 罗马 数字 LXIII 和 XXIV， 
要 求 我 们 用 罗马 数字 来 改 示 它们 的 乘积 。 我 们 可 以 
拒 这 两 个 罗马 数字 加 以 变形 ， 成 为 相应 的 印度 阿 拉 
伯 数 字 63 和 24。 然 后 我 们 可 以 用 印度 阿拉 伯 数字 
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所 法 对 有 关 的 问题 求解 ， 即 是 用 熟知 的 乘法 演算 
求 得 乘积 1512。 最 后 ， 我 们 可 以 把 这 个 结 果 反 演 回 
去 ， 成 为 罗马 数字 记 法 ， 结 果 得 到 原 问题 的 答案 是 
MDXII。 因 此 ， 一 个 困难 的 问题 ， 加 以 适当 的 变 
形 ， 就 变 成 了 一 个 容易 的 问题 。 
”作为 一 个 更 复杂 的 问题 ， 假 定 要 我 们 证 明 ， 方 
fi 
x1 = 2x5 + 10x? -~1=0 

WHAT 1 WH. RITA Syt RRA 
变形 ， 成 为 

y + Tyo + 19y" + 25y* +154? + 11y? +17y + 8 

-0. 

测 于 新 方程 的 根 等 于 原 方程 的 根 减 去 1 (由 于 yx 
_ 1) ， 所 以 我 们 应 该 证 明 ， 新 方程 的 根 都 不 大 于 
0 。 要 对 这 个 等 价 的 问题 求解 ， 只 须 注意 ， 新 方程 
的 所 有 系数 都 是 正 数 ， 所 以 y 不 可 能 是 正 数 而 同时 
_ 使 和 式 为 零 ， 最 后 ， 我 们 把 结果 反 演 回去 ， 就 得 到 
所 要 的 答案 。 | 

作为 最 后 一 个 例子 ， 假 定 要 我 们 证 明 A 
55) ， 由 三 个 全 等 的 、 方 向 相似 而 彼此 两 两 外 切 的 
半圆 围 成 的 曲线 三 角形 ， 其 面积 不 依赖 于 这 三 个 椭 
独 的 相对 位 置 。 我 们 知道 ， 利 用 适当 的 正 交 投 影 ， 
”我 们 可 以 把 任何 视 圆 投影 为 一 个 贺 ， 其 半 色 为 该 椭 
握 的 半 短 轴 。 让 我 们 对 问题 中 的 图 形 加 以 变形 ， 妈 
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图 65 
是 利用 一 个 正 交 投 
影 把 我 们 的 三 个 相 
PAS AE 
成 三 个 相 切 而 全 等 
的 圆 〈 见 图 66) 。 
已 知 ， 在 正 交 投影 
下 ， 相 等 的 面积 变 
成 相等 的 面积 ， 所 图 66 | 
以 我 们 要 证 明 的 就 是 : 在 投影 而 成 的 图 形 上 ,曲线 三 
角形 的 面积 不 依赖 于 这 三 个 全 等 的 圆 的 相对 位 置 。 
这 个 问题 很 容易 求解 ， 因 为 这 是 显而易见 的 。 最 后 
我 们 把 正 交 投影 反 演 回 去 ， 就 得 到 原 问 题 的 解 。 . 
上 述 过 程 不 仅 有 助 于 解 题 ， 而 且 还 有 助 于 发 现 
新 事实 。 我 们 对 一 个 已 有 的 数学 提 法 加 以 变形 ， 成 
为 新 的 提 法 ， 研 究 这 个 新 提 法 ， 我 们 发 现 了 它 的 某 
种 性 质 ， 然 后 把 变形 反 演 回去 ， 得 到 原 提 法 的 一 种 
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性 质 。 这 种 方法 得 到 数学 家 的 广泛 利用 ， 可 以 称 为 
“Oh. RR. RMA’. 

例如 ， 考 虚 上 面 最 后 一 例 ， 即 涉及 正 交 投 影 
的 例子 ,已 知 : 一 个 面积 4 经 过 投影 尹 变 成 面积 4/ = 
hcos6， 这 里 9 是 原 图 形 所 在 平面 与 投影 后 图 形 所 在 
平面 的 夹 角 。 就 我 们 的 例子 而 言 ， 容 易 证 明 cos9 = 
1/a, 这 里 和 是 桶 圆 的 半 轴 。 设 4 和 4/ 表 示 曲 线 三 
角形 在 投影 前 后 的 面积 ,由 初等 几何 知 〈 见 图 66)， 

Al = 有 2(W3-T/2) 。 

由 此 可 见 ， 
A= A’ seco = 6?(./3 -7/2) (a/b) = ab(./ 3-F/2)。 

因此 ， 我 们 利用 变形 、 发 现 、 反 演 方法 巧妙 地 
求 出 了 原 曲线 三 角形 的 面积 。 

数学 家 发 明 的 这 种 变形 、 求 解 、 反 演 方法 ， 其 
”最 重要 、 研 究 得 最 全 面 、 成 果 最 多 的 实例 ， 汛 疑 就 
是 所 谓 的 “解析 几何 ” 了。 对 于 开始 学 习 大 学 数学 课 
程 的 学 生来 说 ， 没 有 什么 学 习 经 历 能 够 比 接触 到 这 
种 新 颖 而 有 力 的 解决 几何 问题 的 方法 更 叫 他 心情 激 
动 的 了 《解析 几何 是 几何 学 的 一 种 方法 ， 而 不 是 一 
个 分 支 ) 。 . 

解析 儿 何 的 思想 实质 ， 就 平面 而 言 ， 读 者 当 能 
记得 ， 就 是 在 有 序 实数 对 与 平面 的 点 之 间 建立 对 应 
关系 ， 由 此 可 以 在 平面 曲线 与 二 元 方程 之 间 建 立 对 
应 关系 ， 使 得 对 于 每 一 条 平面 曲线 ， 都 相应 地 有 一 
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个 确定 的 方程 f(x，y) = 0 ， 而 且 对 于 每 个 这 样 的 
方程 ， 也 相应 地 有 一 条 确定 的 平面 曲线 或 一 个 平面 
AR. BDE, DE fa, y= 0 的 代数 及 分 析 性 
质 与 相应 曲线 的 几何 性 质 之 间 ， 也 就 建 起 立 对 应 关 
系 。 于 是 ， 证 明 儿 何 定理 的 问题 就 巧妙 地 变 成 了 证 
明 相应 的 代数 定理 或 分 析 定 理 的 问题 。 这 一 方法 的 
深 湛 程度 不 仅 如 此 ， 因 为 一 个 已 知 的 代数 或 分 析 结 
果 可 能 导致 发 现 一 个 新 奇 而 意外 的 几何 结果 ,因此 ， 
不 论 是 解决 几何 问题 ， 还 是 发 现 新 的 几何 结果 ， 解 
析 儿 何 都 是 一 种 非常 有 效 的 方法 ， 

解析 几何 是 谁 发 明 的 ,甚至 是 什么 年 代 发 明 的 ， 
这 些 问 题 在 数学 史家 之 间 向 来 是 众说 纷 颖 ， 莫 朝 一 
是 。 这 种 意见 分 歧 主 要 是 因为 对 于 究竟 什么 算是 解 
析 几 何 没有 一 致 的 看 法 。 那 些 厚 古 的 人 把 发 明 的 年 
代 滴 庄 上 十， 举 出 一 个 众所周知 的 事实 ， 用 适当 华 
标 确 定点 的 位 置 ， 这 种 观念 在 二 埃及 人 和 古 罗马 人 
、 的 勘测 工作 中 就 应 用 过 了 ， 古 希腊 人 编制 地 图 也 应 
用 过 。 如 果 解 析 几 何不 仅 是 指使 用 坐标 ， 而 且 也 指 
对 从 标 间 的 关系 给 以 几何 解释 ， 那 么 有 一 个 事实 对 
古 希 腊 人 特别 有 利 ， 就 是 阿波 罗 尼 斯 推演 其 圆锥 曲 
线 几 何 理论 时 ， 主 要 是 依据 这 些 曲线 的 某 些 备 卡 尔 
方程 在 几何 上 的 等 价 观念 ， 这 种 观念 似乎 在 公元 前 
350 年 左右 已 由 梅 耐 克 蒙 斯 创立 了 。 另 一 些 人 主张 
把 解析 几何 的 发 明 归 功 于 N。 欧 勤 斯 梅 , 他 约 在 1323 
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年 生 于 诺曼底 @ ， 从 数学 教授 飞黄腾达 最 后 当 了 主 
教 ， 于 1382 年 逝世 。 欧 勤 斯 梅 在 他 的 一 篇 数学 短文 
中 率先 提出 解析 几何 的 另 一 个 方面 ， 即 是 用 图 示 的 
方法 来 表示 某 些 规律 ， 随 着 自 变量 取 一 些小 的 增 
量 ， 标 出 因 变 量 相对 于 自 变量 的 图 形 。 鼓 吹 欧 勤 其 
梅 是 解析 几何 发 明 者 的 人 ， 在 他 的 工作 中 看 到 了 这 
样 一 些 成 就 ， 第 一 个 明确 地 引进 直线 方程 ， 把 这 个 
主题 的 某 些 概念 从 二 维 空间 推广 到 三 维 、 甚 至 四 维 
空间 。 欧 勤 斯 梅 的 短文 写成 之 后 的 百年 间 几 经 印刷 > 
所 以 很 可 能 对 后 世 的 数学 家 产生 影响 。 

上 面 那些 对 解析 几何 的 观点 ， 似 乎 把 这 个 主题 
. 同 它 的 一 个 或 几 个 方面 混为一谈 。 可 是 ， 这 个 主题 
的 真正 精 欠 却 是 它 的 变形 、 求 解 、 反 演 的 特性 ， 先 
把 一 个 几何 问题 加 以 变形 ， 成 为 相应 的 代数 问题 ， 
然后 对 这 个 代数 问题 求解 ， 最 后 把 代数 解答 加 以 
反 读 ， 得 到 几何 解答 。 由 此 可 见 ， 一 定 要 等 到 代数 
方法 和 符号 体系 得 到 发 展 以 后 ， 解 析 几 何 才 可 能 有 
非常 实用 的 形式 因此， 似乎 应 该 赞同 大 多 数 史 家 
的 看 法 ， 即 是 把 十 七 世纪 两 位 法 国 数学 家 R, 笛 卡尔 
(1596-1650) 和 P。de 费 马 (1601? 一 1665) 所 做 的 
决定 性 贡献 视 为 这 一 主题 的 主要 起 源 。 肯 定 地 说 ， 
只 有 在 他 们 两 人 推动 了 这 一 主题 之 后 ， 我 们 才 看 到 
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解析 几何 呈现 出 我 们 今天 熟悉 的 那 种 形式 。 他 们 两 
人 所 做 的 开创 性 贡献 可 以 视 为 “数学 史 萃 华 ” 中 的 
F. 

主张 笛 卡 尔 发 明了 解析 几何 ， 其 依据 是 他 的 一 
述 科学 哲学 的 名 著 中 三 个 附录 之 一 。 这 部 著作 出 版 
部 论 于 1637 年 ， 题 为 Discours de la methode pour 
bien conduire sa raison et chercher la vrie dans 
Jes sciences 〈《 论 正确 进行 推理 及 探索 科学 真理 的 方 
法 》) ， 就 是 其 中 最 后 一 个 附录 ， 即 题 为 《几何 》 


” 的 第 三 个 附录 ， 包 含 了 笛 卡 尔 对 解析 儿 何 的 贡献 。 


这 个 附录 首先 说 明代 数 几 何 的 某 些 原理 ， 才 现 出 真 
正 疲 驾 于 古 希腊 人 之 上 的 进展 。 对 古 希腊 人 说 来 ， 

一 个 变量 相当 于 某 个 线段 的 长 度 ， 两 个 变量 之 积 相 
当 于 某 个 矩形 的 面积 ， 三 个 变量 之 积 相当 于 某 个 长 
方 体 的 体积 。 古 希腊 人 的 进展 仅 此 而 已 。 另 一 方面 ， 
对 笛 卡 尔 说 来 ， 妇 并 不 才 示 面积 ， 而 是 表示 比例 1: 
x=x:x? 中 的 第 四 比例 项 ， 而 这 样 的 量 是 可 以 用 适 
当 的 线段 来 表示 的 ， 只 要 知道 y， 就 可 以 作 图 构造 
出 来 。 同 样 ， 利 用 单位 线段 ， 我 们 可 以 用 线段 长 度 
来 表示 一 个 变量 的 任何 乘 千 ， 也 可 以 表示 任意 多 个 
变量 的 乘积 ， 只 要 变量 的 值 确定 以 后 ， 就 可 以 用 欧 
几 里 德 作 图 工具 把 线段 的 长 度 实际 画 出 来 第 卡尔 
在 其 《几何 》 中 ， 利 用 这 种 对 几何 的 算术 化 思想 ， 

在 已 知 轴线 上 标 出 x， 接 着 标 出 长 度 v SEANA 
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成 固定 的 角度 ， 然 后 设法 画 出 一 些 点 ， 其 相应 的 x 
与 满足 一 个 已 知 关系 〈 见 图 67) 。 例 如 ， 如 果 我 


图 67 


们 有 关系 y=x*， 那 么 对 于 * 的 每 个 值 , 我 们 可 以 作 
图 求 出 相应 的 9， 作 为 上 面 给 出 的 那个 比例 式 的 
第 四 比例 项 。 笛 卡尔 特别 醉心 于 得 到 运动 学 上 确定 
的 那样 一 些 曲线 关系 。 

在 笛 卡 尔 提出 现代 解析 几何 基础 的 同时 , Pde 
- 费 马 也 全 神 芙 注 地 研究 这 一 主题 。 主 张 费 马 拥有 优 
先 权 ， 其 依据 是 费 马 1636 年 9 月 写 给 罗 员 瓦尔 的 一 
封 售 ， 其 中 提 到 作者 的 这 些 思 想 早 在 七 年 前 就 产生 
了 。 他 这 件 工作 的 详细 材料 收入 身后 发 表 的 文章 
Isagoge ad locus planos et solidos® 中 ,其 中 我 们 发 
WRH-BREAAANHHH, GAMMA. MAMAE 
物 线 的 讨论 。 在 1637 年 以 前 完成 的 一 件 有 关切 线 与 
求 面积 的 工作 中 ， 费 马 用 分 析 方法 定义 了 许多 新 的 


O 拉 了 文 :《 平 面 轨迹 及 立体 轨迹 引 论 》, 这 里 费 马 所 说 的 “ 平 
面 轨迹 ”与 “立体 轨迹 ”是 按照 丰 希 腊 数 学 家 巴 布 斯 的 定义 ， 平 画 
轨迹 是 指 由 直线 和 图 构 成 的 平面 曲线 ， 而 立体 轨迹 出 指 国 锥 曲线 * 
押 为 圆锥 曲线 来 源 于 圆锥 这 种 立体 图 形 ， 一 一 译注 


283 


THER. AB AR RT HAIRED ER JL Be 
线 , 而 费 马 则 提出 了 由 代数 方程 定义 的 许多 新 曲线 。 
曲线 zs = ao 所 = ax Er? = 6 现在 仍然 叫做 费 马 
双 曲 线 、 费 马 执 物 线 以 及 费 马 螺 旋 线 。 因 此 ， 可 以 说 ， 
在 很 大 程度 上 , 笛 卡 尔 是 先 研 究 轨迹 然后 求 其 方程 ， 
” 而 费 马 则 是 先 研究 方程 然后 求 其 轨迹 ， 这 是 解析 几 
何 基 本 原理 的 两 个 相反 的 方面 。 

解析 几何 的 入 门 课 ， 其 内 容 往往 过 于 贫乏 ， 使 
学 生 对 这 一 主题 得 不 到 赏心悦目 的 了 解 ， 尤 其 是 有 
。 些 课程 ， 其 中 解析 几何 已 经 削弱 到 只 琵 下 皮包 骨头 
的 份量 ， 勉 强 只 够 初等 微 积分 课程 的 需要 。 结 果 ， 
许多 大 专 学 生 在 解析 几何 里 碰 到 的 东西 ， 不 过 就 是 
简单 的 打点 画 曲 线 以 及 如 何 从 多 少 是 标准 形式 的 方 
程 识别 贺 锥 曲线 的 形态 。 解析 几何 经 过 这 样 压缩 
处 理 以 后 ， 学 生 决 太 会 感到 这 一 主题 的 力量 非 同 小 
可 ， 决 不 会 认识 到 它 那 惊人 的 灵活 多 变 和 适用 之 
妙 ， 实 际 上 ， 很 可 能 决 不 会 发 现 一 个 不 简单 的 几何 
问题 被 这 种 新 方法 攻克 ， 决 不 会 想到 这 一 主题 在 儿 
何 发 现 中 所 起 的 作用 。 你 要 是 能 够 感觉 到 解析 几何 
的 美 与 力 ， 你 就 一 定 会 为 无 缘 问 津 的 学 生 感 到 局 
异 ， 一 定 会 为 由 于 无 知 而 产生 的 这 种 教育 上 的 不 景 
AUR BBR. 

为 了 把 中 学 几何 的 综合 方法 同 这 种 更 新 的 解析 
方法 加 以 比较 ， 让 我 们 考虑 下 述 命题 :三 角形 的 三 条 
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， 中 线 共 点 ， 交 点 是 各 中 线 的 三 分 点 。 请 读者 回想 一 下 这 
个 命题 在 中 学 课程 里 是 如 何 证 明 的 ， 或 者 ， 如 果 想 
不 起 证 明 , 请 自行 设法 提出 一 个 中 学 里 的 那 种 证 明 。 
你 很 可 能 左右 为 难 ， 理 由 就 是 中 学 里 对 这 一 命题 的 
证 明 需 要 画 一 些 辅助 线 ， 究 竟 该 画 哪 些 辅助 线 ， 这 
是 很 不 容易 想到 或 猜 到 的 。 

大 多 数 中 学 平面 几何 课本 里 的 证 明 如 下 ( 见 图 
68) 。 设 三 角形 4BC 的 中 线 BE 和 CF 交 于 G , RMA 
入 分 别 表示 BG 和 CG 的 中 点 。 作 RE， MN,FM,EN. 
于 是 FE 平行 于 BC 且 等 于 BC 之 半 ( 联 结 三 角形 两 边 
中 点 的 线段 平行 于 第 三 边 且 等 于 第 三 边 之 半 )。 同 
理 ，MN 平 行 于 BC 上 且 等 于 BC 之 半 。 因此 ,FE 与 MN 
到 平行 且 相 等 ， 所 以 FENM 是 一 个 平行 四 边 形 、 出 
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此 可 见 ，MG =GB，NG =GF。 这 就 是 说 , BE 和 CF 
这 两 条 中 线 的 交点 G 位 于 这 两 个 顶点 到 对 边 中 点 联 
， 线 的 三 分 之 二 处 。 由 于 对 三 角形 4BC 的 任何 一 对 中 
线 都 是 如 此 ， 所 以 最 后 得 到 结论 ， 所 有 这 三 条 中 线 
共 点 ， 交 点 是 各 中 线 的 三 分 点 。 三 角形 三 条 中 线 的 
这 个 公共 交点 叫做 三 角形 的 重心 。 

必须 承认 ， 上 述 证 明 具 有 某 些 令 人 赏心悦目 的 
美学 性 质 ， 但 是 人 们 也 得 考虑 ， 这 个 证 明 为 什么 县 
不 易 记 住 ， 也 不 易 独 自 想 出 ， 人 们 就 是 记 不 住 ， 或 
不 知 如 何 下 手 〈 即 画 辅 助 线 FE，MN，FM，EN)。 
这 一 点 是 综合 方法 的 主要 难点 ， 即 不 知 如 何 着 手 ， 
因为 综合 方法 向 解 题 人 交代 的 不 是 任何 按部就班 的 
处 理 程序 。 综 合 方法 需要 有 天 赋 的 颖 悟 ， 或 者 只 有 
经 过 千 锤 百 炼 之 后 才 会 产生 的 一 种 技能 。 

现在 让 我 们 重新 证 明 上 述 有 关 三 角形 中 线 的 那 
个 命题 ， 这 一 次 是 用 解析 几何 的 方法 。 把 三 角形 
4BC 放 在 笛 卡 尔 直角 坐标 架 上 任何 位 置 〈 见 图 69)， 
顶点 4，B，C 关 于 这 个 坐标 架 的 坐标 设 为 (41 ,4:》 
(bis b,) » (Crs Ca) a 让 我 们 来 求 出 中 线 4D 的 : 
SAAS GHAR (ei. 82) 。 我 们 需要 的 只 
是 解析 几何 中 所 谓 的 定 比 公式 ， 把 线 眉 MN 分 成 比例 
_MP/PN =7y/s 的 点 P， 其 坐标 〈(P:，P:) 由 下 列 公 
式 给 出 ， 


P,= (mitm) / Gt” > 
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Ke, ’ bz) D 


Ce, ¢. 
图 69 2) 


P,= Gm,+7n,) / Gtr) , 
其 中 (m, m) 和 Ons 1) 分 别 表示 和 入 的 坐 
标 。 我 们 利用 定 比 公式 求 得 的 坐标 di, da) 为 
di= (b,+¢,) /2，d = (b,+¢,) /2, 
再 利用 定 比 公式 求 得 的 坐标 (el, g) 为 

gi= (dt+2d) /3= (a, +bı+cı) /3, 

ga= (@,+2d,) /3= (a,+b,+¢,) /3, 
完全 一 样 或 只 赁 对 称 性 就 可 看 出 ， 中 线 BE 和 CPP 的 
第 二 个 三 分 点 也 是 G。 可 见 三 条 中 线 共 点 ,交点 G 是 
各 中 线 的 三 分 点 。 命 题 证 毕 。 

检查 上 述 证 明 可 以 看 出 ， 我 们 并 未 磁 到 使 用 综 
合 方法 时 碰 到 的 那 种 基本 难点 ， 就 是 说 ,如 何 下 手 ， 
下 一 步 怎么 办 ， 等 等 ， 都 不 成 问题 。 首 先是 把 图 形 
放 在 坐标 架 上 ， 确 定 已 知 点 的 坐标 ， 然 后 ， 由 于 我 
们 要 证 明 这 三 条 中 线 有 一 个 公共 的 第 二 个 三 分 点 ， 
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所 以 我 们 着 手 求 各 中 线 上 这 第 二 个 三 分 点 的 坐标 。 
这 是 相当 典型 的 解析 方法 ， 一 般 说 来 ， 究 竞 如 何 进 
行 ， 我 们 是 心中 有 数 的 。 当 然 ， 要 把 这 一 程序 进行 
到 底 ， 就 要 有 信 手 牛 来 的 各 种 有 用 的 解析 几何 公式 
(我们 这 个 例子 里 就 需要 定 比 公式 ) 。 正 是 这 个 缘 
故 ， 解 析 几 何 的 入 门 课 首先 就 要 建 立 若 于 这 祥 的 有 
HAR. 
刚才 证 明 的 那个 命题 在 三 维 空间 中 的 相似 提 法 - 
叫做 寇 基底 诺 定 理 * ， 我 们 先 定义 四 面体 的 一 个 顶点 . 
到 祖 对 面 重心 的 联 线 为 四 面体 的 一 条 中 线 。 于 是 ， 
SEE EET WS, 四 面体 的 四 条 中 线 共 点 ，、 
交点 是 各 中 线 的 四 分 点 。 读 者 也 许愿 意 试 手 对 这 个 定 
理 提供 一 个 综合 证 明 ， 你 肯定 会 注意 到 二 维 定理 的 
解析 证 明 可 以 直接 推广 到 三 维 情形 。 这 是 解析 方法 
的 另 一 优点 ， 解 析 证 明 往往 容易 推广 以 襄 括 更 高 维 
或 更 一 般 的 情形 。 

总 而 言 之 ， 我 们 可 以 说 ， 解 析 方法 胜 过 综合 方 
法 的 一 个 重要 长 处 ， 就 是 用 解析 方法 通常 都 有 一 个 - 
确定 的 循序 前 进 的 步 又， 而 用 综合 方法 则 必须 求助 
于 经 验 和 “百折不挠 ”的 精神 。 这 难道 是 说 ， 解 析 - 
方法 多 少 是 一 种 例行公事 ， 没 有 可 供 解 题 人 发 挥 联 
明 才 智 的 的 余地 吗 ? 完全 不 是 ， 因 为 ， 在 解析 证 明 . 

.这 是 刺 . 宪 芒 底 诺 (1509 一 1575) 在 其 1565 年 的 著作 《 论 固 H 
重心 》 中 提出 的 。 这 个 命题 可 能 古 希 腊 人 早 就 知道 了 . 一 一 原 注 
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的 一 个 具体 步 驴 上 ， 尽管 我 们 可 能 知道 怎么 办 ， 但 
是 真正 办 起 来 那 却 是 另 一 回 事 了 。 有 关 的 代数 问题 
可 能 太 复杂 ， 无 法 完成 ， 实 际 上 ， 我 们 的 代数 才能 
就 是 不 强 ， 不 足以 胜任 。 例 如 ， 在 用 解析 方法 证 明 
一 个 命题 时 ， 可 能 走 到 一 步 ， 需 要 解 一 个 八 次 方 
程 ， 但 求解 即便 并 非 真 不 可 能 ,也 许 会 是 非常 困难 。 
这 里 就 是 解析 几何 的 瞳 礁 所 在 ， 我 们 往往 知道 如 何 
FR, BAREA. K, MEAR E AR A 
狼 ， 妙 手 回 春 ， 避 开 代数 上 的 拦路 虎 。 这 就 是 使 用 
解析 方法 需要 聪明 才智 的 地 方 。 E 

经 验证 明 ， 综 合 与 解析 这 两 种 方法 中 ， 解 析 方 
法 通常 路 子 更 宽 、 威 力 更 强 、 应 用 起 来 也 更 容易 ， 
未 过 ， 能 干 的 几何 学 家 肯定 不 挑 肥 拒 首 ， 无 论 哪 种 
方法 ， 只 要 最 适合 于 所 研究 的 问题 就 行 。 

普 柔 克 勒 斯 (410 一 485) 在 其 《 尤 德 马 斯 文 
摘 》@ 中 告诉 我 们 ， 埃 及 的 开国 皇帝 、 亚 历 山大 情 
物 院 @ 的 创建 人 托 勤 密 。 索 特 ， 由 于 在 欧 几 里 得 门 


@ 尤 德 马 斯 是 公元 前 四 世纪 希腊 的 科学 史家 , 著 有 算术 史 、 嘱 何 

史 以 及 天 文学 史 的 著作 ， RUE Ea, 公元 五 世纪 希腊 评 论 察 普 
” 桑 克 勤 斯 著 有 《评论 》 一 书 ， 主 要 是 对 《几何 磊 本 人 第 一 卷 的 内 容 
的 进行 讲评 ， 其 中 搞 引 了 尤 德 马 斯 的 几何 著作 的 内 容 、 可 能 起 引 自 
后 人 的 修改 本 ， 后 称 《 尤 德 马 斯 文摘 》。 一 一 译注 f 

| 轩 即 亚历山大 大 学 ， 建 于 公元 前 300 年 左右 ,学 者 苇 莹 , 百 家 P 
攀 ， 从 事 文学 、 历 史 、 艺 术 、 医 学 、 RU. WML MH HM, Jk 
中 尤 以 数学 为 主 ， 继承 和 发 扬 了 十 希腊 的 文化 传统 。 博物 院 还 建 有 
图 书馆 ， 据 说 一 度 同 书 七 十 五 万 卷 ， 并 向 公众 开放 ， 因 此 亚历山大 
港 也 是 吉 代 抄 书 行业 的 中 心 。 一 ~ 译注 
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下 学 习 几 何 ， 对 该 院 恩泽 优 隆 。 他 发 现 这 门 学 科 很 
困难 ， 有 一 天 向 他 的 老师 问 道 ，“ 搞 这 门 学 问 是 否 
有 坦荡 通途 可 循 ? ” 欧 几 里 德 回答 道 ，“ 国 王 啊 ， 
现实 世界 里 有 两 种 道路 ， 平 民 百姓 跋涉 之 途 和 帝王 
专用 的 御 道 。 几 何 学 上 是 没有 皇家 御 路 的 。” 既然 
有 很 多 学 生 搞 代数 比 搞 几 何 能 干 得 多 ， 所 以 解析 几 
何 也 许 就 是 欧 几 里 德 认为 并 不 存在 的 “几何 学 上 的 
皇家 御 路 ”。 

有 几 个 传说 讲 到 使 入 卡尔 悔 思 苦 想 解 析 几 何 的 
最 初 的 念头 。 有 个 故事 说 ， 那 是 梦 中 想到 的 ，1619 
年 11 月 10 日 ， 圣 马丁 节 前 夕 ， 他 服役 的 那 支 军队 正 - 
在 多 现 河 两 岸 的 冬季 营房 里 休整 待命 之 际 ， 笛 卡尔 
做 了 三 个 梦 ， 前 后 连贯 ， 活 灵活 现 ; 他 说 ， 这 三 个 
梦 改变 了 他 整个 一 生 的 进程 ， 向 他 揭示 出 “一 种 奇 
妙 的 科学 ”和 “一 个 绝妙 的 发 现 ”，, 因而 使 他 看 清 
了 生活 的 目的 , 确定 了 他 将 来 的 努力 方向 , 笛 卡 尔 从 
来 也 没有 说 明 这 种 奇妙 的 科学 和 绝妙 的 发 现 究竟 是 
什么 ， 不 过 人 们 相信 ， 这 是 指 解析 几何 或 代数 对 几 
何 的 应 用 ， 然 后 就 是 把 所 有 的 科学 都 归结 为 几何 
学 。 直 到 十 八 年 后 ， 他 才 在 1637 年 出 版 的 那 部 名 车 
中 前 述 了 他 的 某 些 思想 。 

还 有 一 个 故事 也 许可 以 同 牛 顿 看 见 苹果 下 落 的 
故事 媲美 ， 一 天 早上 ， 笛 卡尔 醒 了 躺 在 床上 ， 注 视 
着 一 只 苍蝇 在 屋子 一 角 的 天 花 板 上 中 来 息 去 ， 他 发 


290 


DLE WALA ER LI AA Ay RE, RE 
知道 苍蝇 到 祖 邻 两 墙 的 距离 之 间 的 关系 。 这 第 二 
个 故事 即便 可 能 是 杜撰 的 ， 但 也 有 良好 的 教育 意 
义 。 


练习 


20.1 AFI ZÆ: 
(a) 炳 圆 内 接 三 角形 具有 最 大 面积 的 AR 
条 件 是 ， 三 角形 的 重心 与 杭 圆 的 中 心 重 合 。 
O 在 精 贺 上 截 出 具有 常 值 面积 可 形 的 弦 , 其 
。 包 络 是 一 个 梢 圆 ， 与 原来 的 杭 国 同心 、 相 似 且 方 咎 
| 相似 。 l 
20:2 (Z) 列举 若干 用 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 RE 
问题 时 有 用 的 公式 。 
(b) 你 举 出 的 那些 公式 在 笛 卡 尔 儿 坐标 AT 
哪些 仍然 成 立 ? | . 
20.3 (a) 试 对 完 芒 底 诺 定理 给 以 解析 证 明 。 
(b+) 试 对 寇 芒 底 诺 定理 给 以 综合 证 明 。 
20.4 (2) 四 面体 一 双 相 对 棱 中 点 的 联 线 电 做 
该 四 面体 的 对 楼 中 线 。 试 用 解析 方法 证 明 : 四 面 体 
的 重心 @ 是 该 四 面体 任何 对 校 中线 的 中 点 。 


— 


@@。 即 四 面体 四 条 中 线 的 公共 交点 。 一 译注 
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(b) 证 明 ， 四 区 体 商 效 丰 对 楼 的 平方 和 F 
于 其 余 两 条 相对 棱 的 平方 和 再 加 上 四 倍 最 后 这 两 条 
Hat ASAT YP RM EA. 
O 证 明 ;， WORKER PHF TF 其 对 
RPAH AH fe thts. 
2005 APRCwHARARUAU BROT AF 
于 它 离 两 条 直角 这 距离 之 积 ， 试 求 点 忆 的 轨迹 。 
20.6 用 解析 方法 证 明 ; 三 角形 的 三 条 高 AK 


20.7 (a) 用 解析 方法 证 明 ， 任何 平面 四 边 形 
四 边 的 中 点 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 。 

O 如 果 四 边 形 不 是 平面 四 边 形 , 上 述 结果 是 
否 仍然 成 立 ? o 

208 海盗 按 下 述 方式 在 岛 上 埋藏 一 宗 财 宝 ， 
海岸 附近 有 两 个 大 碘 石 、 一 禄 孤独 的 棕榈 料 ， 海 次 
甲 从 一 个 礁石 出 发 ， 沿 着 该 研 石 与 棕榈 树 联 线 的 委 
线 前 进 ， 跤 步 蕉 取 一 段 距离 ， 等 于 丰 石 与 棕榈 树 间 
的 距离 ; 海盗 乙 对 另 一 礁石 及 棕榈 树 如 法 炮制 ， 然 
后 把 财宝 埋 在 两 海盗 所 在 位 置 联 线 的 中 点 处 。 几 年 
以 后 ， 海 盗 返 岛 据 宝 ， 但 发 现 棕榈 树 已 不 复 存 在 。 
船上 有 个 小 伙 子 学 过 初等 解析 几何 ， 为 海 次 得 明了 
室 藏 所 在 。 他 是 如 何 行事 的 ? 
2069 在 已 知 三 角形 4BC 的 三 边 上 BC，C4,， AB 
上 选取 三 点 D, 瑟 ,使 每 BD/BC= CE/C4= AF/AB 
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= 1/3， 证 明 : 4D，BE，CF 这 三 条 直线 构成 的 三 
角形 ， 其 面积 为 已 知 三 角形 面积 的 七 分 之 一 。 

20.10 常 值 长 度 的 线段 4B 的 端点 4 和 了 沿 两 条 
互相 垂直 的 直线 移动 。 试 求 把 4B 分 成 定 比 的 点 已 的 
H. 
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练习 解答 提要 


1:3 这 里 是 数 的 名 称 ， 来 源 于 从 前 用 来 表示 数 
的 某 些 手势。 

1.4 丈夫 和 变 子 是 睡 在 同一 床 垫上 的 。 

1.6 (5) 利 用 1< 一 >2n 这 个 一 一 对 应 关系 ， 这 星 
nz ff ft EER. 

1.7 所 述 性 质 直 接 从 集合 的 并 运算 的 交换 性 和 
结合 性 推出 。 

1.8 设 4，B，C 是 任何 三 个 集合 。， 对 应 关系 
(a, b) <> (b, a) ,aE A, DEB, MERE, 
对 应 关系 (a, (b,c)) <> Ca, b), c), acd, 
DEB, cCCHEHAH. REIER Ax (BUC) = 
(AxB) U (4xC) 。 于 是 ， 若 已 和 C 没有 公共 
元 素 ，a,B,? 分 别 表示 4，B，C 的 基数 , 则 4x (BU 
C) MERHaBty) » HW (AxB) U (4xC) 的 
KR HOB + ay, l 

1.9 若 4 有 ?个 元 素 ， 则 4 含有 2n 个 子 集 ， 因 为 
在 鬼 成 4 的 一 个 于 集 时 ， 对 于 4 的 4 个 元 素 中 的 每 一 
个 ， 我 们 都 有 丙种 选择 ， 即 是 合 有 或 不 合 有 该 元 
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RK, 

1:10 PARMAR, BANER, MANBA 
PATH, 0 <p<min (m, n), WAUBAG È 
x, max (m,n)<q<min, 

2.1 (b)ikits=7, c= 27, TEMPE, 

(c) 若 * 是 圆 半径 ,6 是 该 弦 张 成 的 中 OAS 
半 ， 我 们 有 7r= C(s? +07) /8s, 0=sin™!(c/2r) , 
Az=ré—c (r-s) /2. 

2.2 (a) Sar? = (8d/9)2= (167/9)*，d 是 图 
的 直径 ，7 是 半径 。. 

23 PAURE, RIM ar =P Te = 


sze ， 
600 
2.4 (a) % WH A ABCD, AB=a, BC =b, 
CD=c, DA=d, F# 
4K = absinB + bcsinC + cdsinD + dasinA 
<ab+bet+cd+da= (atc)(b+d) 


(D5) 在 2.4(a) 的 公式 中 令 4= 0. 


@ ”A 的 每 个 子 集 久 都 有 它 的 特征 函数 fx 与 之 相应 ， 
1; aex, 
fx(@) = 0, aEX, 
由 此 可 见 ，A 的 所 有 子 集 与 把 4 映 入 二 元 集 { 0，1 } 的 所 有 映像 f; 
.A> { 0，1) 成 一 一 对 应 ， 而 后 者 的 个 数 是 2", 因为 每 个 f 由 f Gd, 
avy f(D RE, 各 fai) 可 以 有 0， 1 两 种 选择 ， 这 里 Cu … Oo 
+ 示 A 的 ?个 无 素 。 一 一 译注 
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2.5 取 X= 3。 于 是 ， 车 7 为 圆 半 径 ， 则 27 = 
60/ 3 。 弦 5 的 矢 长 为 2 。 我 们 有 c? = (27)? (27 一 
2s)?, l 

2.6 我 们 有 zd? = ds’, 

2:7 Kil JS m-/n | Souk. 

2:8 把 平 截 头 棱 锥 补 全 成 棱锥 ， 所 以 平 截 头 楼 
锥 的 体积 就 是 补 全 楼 锥 与 附加 棱锥 体积 之 差 。 | 

3.2 ES ERM KRY -RKE MSW HH, 
BS PHS, Ps 分 别 表示 杆 顶 和 金字 塔 顶 在 一 天 
两 个 不 同 的 时 刻 的 阴影 点 ，X 是 所 求 金 字 塔 的 高 度 ， 
Weayx=s(P,P,)/(Si8,) 。 

3°3 (a) 过 三 角形 一 顶点 画 直 线 平行 于 对 边 。 

3.4 (8) 对 3.4 Cf) 应 用 极限 概念 。 | 

3.6 把 三 个 顶点 折 芝 到 一 条 高 线 的 秋 足 二， 或 
者 折 引 到 三 角形 的 内 心 上 、 有 理由 相信 ， 巴 斯 卡尔 
使 用 的 是 后 一 种 方法 。 

3.9 这 个 公式 对 所 有 凸 多 面体 都 成 立 ， 更 一 般 
地 ， 对 所 有 可 以 连续 变形 为 球 的 多 面体 也 都 成 立 。 
.3.10 不 能 继续 列举 下 去 ， 任 何 凸 多 面体 的 面 
不 可 能 全 都 是 六 边 形 。 事 实 上 ， 可 以 征明， 任何 吾 

多 面体 一 定 有 一 个 面 ， 其 边 数 小 于 6 。 

.11 (b) 设 DD 为 P 的 表面 上 一 点 ， 使 得 距离 CD 
为 极 小 。 再 证 明 刀 既 不 能 是 P 的 顶点 ， 也 不 能 在 P 的 
一 条 棱 上 ， 并 且 C 刀 垂直 于 万 所 在 的 那个 面 王 。 
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3912 任何 一 个 式 子 都 不 能 给 出 五 。 柚 圆 求 长 涉 
及 第 二 类 勒 让 德 椭圆 积分 ， 不 能 用 初等 函数 表示 。 

3:13 见 The American Mathematical Mon- 
thly, Aug,-Sept, 1947, E753. 

3.14 否 。 只 有 所 谓 要 心 四 面体 的 四 条 高 线 才 共 
点 。 垂 心 四 面体 是 指 四 面体 的 每 一 条 楼 均 垂 直 于 与 
之 根 对 的 棱 。 

4+1 见 图 70。 


4。2 见 图 71。 


图 71 
4.4 (DER, PULWEDVABAR. 
4-5 C5) 名、 股 为 3 和 4 的 四 个 直角 三 角形 , BR 
上 那个 小 的 单位 正方 形 ， 构 成 了 面积 为 25 的 一 个 正 
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方形 ， 所 以 勾 、 股 为 3 和 4 的 直角 三 角形 之 驴 为 5 
出 于 三 角形 由 三 条 边 确定 ， 可 见 3-4-5 的 三 角形 是 
BALA. | l ; 
47 (a) 把 四 面体 置 于 第 一 卦 限 ,直角 顶点 位 于 
原点 ， 底 面 的 三 顶点 是 4=(a,0,0),，B= (0,6,0), 
C= (0,0,c) 。 于是， 平面 4BC 的 方程 是 
bcx + cay + abz = abc, 
高 为 
h=abc/(b?c? + c?a? + abt, 
所 以 
1/h* = (b?c? + c2a* + .a7b?) /a?b*c? 
=1/a? +1/b? + 1/c’, | 
(综合 儿 何 的 证 明 ， 例 如 见 Nathan Altshiller- 
Conrt, Modern Pure Solid Geometry, 2nd ed,, 
Chelsea, New York, 1964tTheorem 285,p, 
101.). 
(5) KB ABC 的 面积 是 
ABC = 3 (四 面体 体积 )/h= abe/2h, 
所 以 
(ABC) *=a’:b?c? /4h? 
= (atb*c? /4)(1/a? + 1/b +1/c:> 
= (b2c2 十 C202 +a?b?)/4 
` = (OBC)? + (OCA)? + (04B)*. 
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4.8 贺 4B’C 在 4 点 与 4B 相 切 , BAC BEAS H 

4C 相 切 ， 所 以 (AB)*=(BC)(BB’) ， (AC)*= 
(BC)(CC’) , 

X /A=90° it, Bi fC’ MEAT BABE R 
WER. . 

4.9 cos c= (cos W) (cos b) , 

4:10 三 角形 的 三 边 a，b，c 如 果 满 足 oz + b= 
c*， 则 该 三 角形 为 直角 三 角形 ， 其 弦 为 C。 

设 色 、 股 为 gc，8 的 直角 三 角形 之 弦 为 必 WA 
d=al+b?=ci， 所 以 4=c， 可 见 已 知 三 角形 全 等 
于 这 个 直角 三 角形 。 l E 

Bel ( 幻 设 4C 和 BC 关于 4P 可 公 度 《 见 图 72) ， 
然后 征明 DE 和 DB 关于 4P 也 可 公 度 ， 继 此 以 推 。 


5.2 (2) 若 该 直线 上 有 坐标 格子 点 O O, N 
有 A/ 2 = /2 为 有 理 数 。 
5+3 B4 p =4/b， 这 里 4 和 5 为 互 素 的 整数 。 
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5.4 (a)Rlog,.2=0/, REMI HK. 
TERNAL = 29， 这 是 不 可 能 的 。 
5.5 (ga) 设 此 和 为 有 理 数 。 
(V) 设 此 积 为 有 理 数 。 
5°6 (0) 如 图 73 所 示 ， 等 腰 三 角形 D4C 和 GDC 
相似 ， 所 以 4D:DCG= DC:GC， 从 而 DB:DG= DG: 


图 73 


(b) AG: AH = AG:GB= AB : 4G= (4B- 

AG) : (AG~AH) =GB:HG=AH:HG, 
(la 和 5 表示 所 说 矩形 的 长 和 宽 ,于 是 
2 .V5-1 
2 . 
5:7 (o) 设 图 73 中 瓦 G 是 已 知 边 。 作 直角 三 角形 
POR, HAR AMUWPRMORS HHGMHG/2, HK 
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PQ, RMOT=OR, FRPT=GB=GC=HC, 再 继 
续 进 行 。 

(5) 设 图 73 中 DB 是 已 知 对 角 线 ， 作 直角 三 
角形 POR， 枫 条 直角 边 PR 和 QR 名 为 DB/ 2 HDB. 
在 FO 上 截取 PT = PR。 于 是 TO@ = DG = DC ， 再 继续 
进行 。 


(c) =24°=2 (72°-60°) . 


360° 
15 
(d) 由 于 ?和 s 互 案 ， 所 以 存在 正 整数 p 和 4， 
使 得 pr gs= 土 1， 因 此, 正 s 边 形 中 由 少 条 边 张 成 
的 中 心 角 与 正 7 近 形 电 由 g 条 边 张 成 的 中 心 角 之 莽 为 
© p(360°/s) — @(360°/T) 
= (pr— qs) (360°/rs) = + 360°/rs. 
(@) 设 加 d, 天 分 别 表 示 单 位 圆 内 接 正 五 边 
形 、 正 十 边 形 和 正六 边 形 的 边 长 ， 于 是 1= 1, d= 
(W 百 -1) /2。 设 等 屡 三 角形 两 屡 为 1 , 底 为 4， 
一 条 屡 上 所 作 高 线 为 b 底 边 在 这 条 腰 上 的 投影 为 
m TH | | 
m? =d} -t?, t=1- (1-m)’, 
由 此 可 得 p? = 4 = dd? - d4， 接 着 再 证 明 加 = ht + 
„d?a ` 
5.8 @)KABTHARE. ERRUA 
整数 产生 一 系列 的 余数 。 如 果 我 们 得 到 一 个 余数 是 
霍 ， 小 数 表示 即 告终 了 否则 我 们 就 有 一 序列 无 闪 
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多 个 非 堆 余数， 每 一 个 都 比 除 数 小 。 由 于 只 有 有 限 
多 个 这 样 的 余数 ， 所 以 我 们 迟早 会 得 到 早先 已 经 出 
现 过 的 余数 ， 这 就 得 到 一 个 循环 的 小 数 表 示 。 
(c) 令 X=3。239，3#= 0。.39, 于 是 10x = 32 十 
Y» 1000x=3239+y. Heys B1990x= 3207, Ml x 
= 3207/990, 
5.9 (a) 因为 该 小 数 表 示 既 不 终止 也 不 循环 。 
(5) 因 为 该 小 数 表 示 既 不 终止 也 不 循环 。 
6.2 (q) 利 用 下 述 事实 ; 一 组 平行 线 如 果 在 一 条 
截 线 上 截 出 相等 的 线段 ， 那 么 在 另 一 条 截 线 上 也 截 
出 相等 的 线段 。 
(b) 设 三 角形 为 48BC，MN 平 行 于 边 BC, M 
在 4B 上 ，N 在 4C 上 。 由 于 AMNB 和 ANMC 有 公共 
边 MN 以 及 这 条 边 上 相等 的 高 ， 所 以 它们 的 面积 要 
等 。 于 是 ， 利 用 讲演 正文 中 已 经 证 明 的 那个 定理 、 
， RNA 
AM:MB= AANM: AMNB= AAMN: ANMC 
= AN:NC, | 
694 (a) B, RHE (3) 不 成 立 。 
OE, RH C2) 不成立。 
COF, RE C1) 不成立。 
(d) 可 。 
(e) 可 。 
6.5 EA “VBR”. 
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6.6 (a) 设 pn 表示 图 内 接 正 n 边 形 的 周 长 ， 辆 的 
周 长 c 定 义 为 lim pn。 


n—>= CO _ 
( 纪 设 ac- 表示 圆 内 接 正 z 边 形 的 面积 ， 贺 而 
积 4 定义 为 lim an。 | 


天 一 CO 
6°7 T 和 X/4。 
698 (C) 设 ?为 曲线 上 已 知 点 ;@ 为 曲线 上 邻近 的 
点 。 曲 线 在 P 处 的 切线 PT 定义 为 割 线 PO 当 @ 河曲 线 
移动 趋 近 于 极限 P 时 的 极限 位 置 ， 只 要 这 个 极 限 存 
在 。 
(8 设 c 为 曲面 s 上 一 条 曲线 ， 过 S 上 的 已 知 
点 P， 再 设 PT 是 c 在 P 处 的 切线 ， 只 要 它 存 在 。 当 5 在 
P 处 光滑 时 ， 可 以 证 明 ; S 上 这 P 处 所 有 这 种 曲线 c 的 
切线 都 存在 ， 且 在 同一 平面 上 。 这 张 平 面 就 是 5 在 P 
处 的 切 平面 。 
7.4 那 位 木工 修好 一 把 椅子 。 
7.6 据 题 材 公理 演绎 体系 将 式 的 (B) 条 ， 由 于 
对 论说 的 原始 术语 预先 做 了 说 明 ， 公 设 是 能 够 得 到 
读者 认可 的 真实 陈述 
7.7 利用 下 述 事实 :四 个 事物 每 次 取 两 个 的 组 
合 数 是 6 。 
7.8 检查 所 有 可 能 的 情况 。 
7.9 设 第 一 个 局 中 人 把 他 的 头 一 支 雪 匣 烟 放 在 
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集 上 ， 使 雪茄 渭 的 中 心 正 好 与 桌面 的 中 心 重合 ， 自 
此 以 后 他 放 雪 匣 烟 的 位 置 正好 与 第 二 个 局 中 人 雪茄 
烟 的 位 置 成 中 心 对 称 。 

7:10 在 国际 象棋 中 ， 白 方 先 走 。 在 4 出 着 以 
后 ，B 在 另 一 棋盘 上 对 C 的 一 局 中 完全 仿 RANA 
数 ， 在 C 应 了 8 的 着 数 以 后 ， 了 就 在 第 一 个 棋盘 上 对 
-4 的 一 局 中 完全 仿 早 C 的 着 数 来 应 4 的 着 数 。 

81 选择 2 和 3。 

8.4 (a) 73, 

(6) 29, 
Co) Rke>b TERR ERTU 总结 如 下 ， 


a=qibtri, 0<r <b, 
b= got 十 ?2 0<r,<ris 
=qdsrst7Yss 0<7s<?,, 
yn-2 = gayn-i +yn 0<Yyn<ip- 
Tn-1 54 +iTne . 

ARE- PIL, TÆR- MAK AIS 
可 见 ，rn 整 除 ?n-，、 因 为 7 整除 右 端 的 两 项 。 同 理 ， 
Tre R Ins. 继 此 以 推 ， MEREST» 最 后 整除 4 
fab, 

. 另 一 方面 ， 从 第 一 步 可 见 ，a 和 和 5 的 任何 公 因 子 - 
.5 都 整除 r: 。 从 第 二 步 可 见 , 5 也 整除 7r:， 继 此 以 推 ， 
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chiA, 所 以 < 整除 mr。 | i 

(d) Make BER OSA, AW 
用 7n-1 和 rn-: 线 性 表示 。 从 倒数 第 三 步 可 见 ，rn 又 
可 用 rno_: 和 rn_s 线 性 表示 。 继 此 以 推 ，rn 最 终 可 用 
4 和 5 线性 表示 。 

(e)— 7 (7592) + 9 (5913) =73, 

(f) a 与 6 互 素 的 充 要 条 件 是 ， 

g.c.d,=h=1, 
8.5 (a) ER ERR, 则 存在 整数 P 和 Qy 
使 得 Pp+Qu= 1 RPpv+Ow =v, 

(b) 假 设 整 数 4 有 两 个 素 因 子 分 解 ,3 是 第 一 
个 因子 分 解 中 的 一 个 素 因子 ， 则 据 问题 (0)， 汪 必定. 
整除 第 二 个 因子 分 解 中 的 一 个 素 因 子 ， 也 就 是 说 ， 
为 必定 等 于 其 中 一 个 因子 。 

(c) 注 意 ，273= (13)(21) 。 RE RDG 
4q， 使 得 13p+21g= 1 [ 见 练习 8.4(f) ] ， 除 以 273， 
我 们 得 到 Pp/21+4a/13 = 1 /273。 辐 法 求 整 数 y7 和 s， 
使 得 1/21=7/3+s/7。 

8.6 (c) 因为 问题 (5) 中 每 个 5; 可 以 取 4;+ 1 个 
fi. 

d) a 为 完全 平方 数 有 的 充 要 条 件 是 ;所 有 的 
cj 都 是 偶数 ， 所 有 的 ;都 是 偶数 的 充 要 条 件 是 ， Ë 
题 (c) PAA RAR EH. | 

(fy FoR Rac, RMA +c WH, 
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利于 4 与 9 互 素 ， 我 们 有 ww = 0， 否则 就 有 = 0， 
所 以 无 论 如 何 有 已 委 ci。 

(&) 由 于 4 整除 <， 所 以 ai<ci。 由 于 1 整除 <， 
所 以 六 委 cij。 由 于 与 8 互 素 ， 所 以 ai = 0 ， 否 则 就 有 
b= 0. BRA Watb<c,, . 

Ch) RRS 2 =afb， 这 里 a 和 Lb 都 是 正 整 数 。 
于 是 ， 由 于 a? = 2b?， 我 们 有 (241,24s，*…) = (1 
+2b,, 26,, =) ， 因 而 241 = 1 +2b,, X 是 不 可 
能 的 。 

8.7 欧 几 里 德 认为 国 是 指 一 个 实心 圆 盘 中。 

(8:8 (6) 设 4 是 已 知 点 ，BC 是 已 知 线段 . 据 .1 
作 等 边 三 角形 4BD。 BBC) ©, CK DBE 该 
WARTG, BAD G) IDARE KAMA TIF 


是 4 就 是 所 求 的 线段 。 [一 
8.9 (4) 见 图 74。 | | 
(b) LETS. 
(c) 见 图 76。 


(d) 见 图 77。 


a 
AI?! 

O XHRBAW CLARA PHN ERA, PRB 
. 歌 几 里 德 在 《几何 原本 》 中 涉及 圆 的 其 他 各 处 也 都 采用 这 个 定义 ， 
相反 ， 他 仍然 认为 圆 是 指 贺 盘 的 周 界 曲线 ， 和 否则 有 关 的 演绎 就 不 成 
立 了 。 例 如 ， 公 设 3 中 的 圆 就 应 该 是 指 曲线 而 不 是 园 盘 。 一 一 译注 

© BC) 表示 以 已 知 点 刀 为 心 、 过 已 知 点 C 的 圈 . RHA 
机 于 B(BC) ， 即 以 也 为 心 、 以 BC 为 半径 的 圆 。 一 一 译注 
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b 

图 75 
8:10 (MRNA 
(x-r)(x-s) =x? 

一 px+q’, 

(及 把 这 两 

部 分 记 为 Y 和 C&- x, 
FRX? -(a-x) ?= 、 
*(a-x) , Bx? +ax 


-@=6, 


9-1 (4a) wi BASE KY BR Ew /w Re, 
w 磅 纯 银 在 水 中 称 将 减轻 wsf;/w 磅 ， 所 以 wifi /w 


t+wsf,/w=f, 


O) fifi ifi =r V, 
9:2 (xr?) (ar) = (3/2)V, 
(2x7) (2r) = (3/2)4。 
9.3 查阅 中 学 立体 儿 何 课本 。 
9"4 Ree ERM PW, Mat = 
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(27) (hy) , 
9.5 (a) RARE ERM ORE 一 个 
圆锥 的 体积 。 此 外 ，a? =h(2r—h) 。 
(2) 球 合 是 两 个 球 冠 之 差 ， 设 其 高 度 各 为 经 
mv. TH 
V = aru? — v?) -A 


=ahC (rut rv) 一天 ww ery . 


但 经 tu ty? = h?+3uy, (ar-u) w=a WR. 
(ar—v)v=b?, BRU 


y= ah (Et uty? k 


— uv- 
2 77 3) 
2 b2 h? 
= gh a +o he 1 一 一- 一 
me a 9 gs 


9.6 (MRNA (OM) (AO) = (OP) (AC), x. 
和 可 得 
(弓形 面积 )(HK) = (AAFC)(KC/3),. ， 

(b) A AVC = (AAWC)/2= (AAFC) /4 y- 


9°7 作 CO ,利用 三 角形 的 外 角 等 于 两 个 不 相信 
内 角 之 和 这 一 事实 。 
9.8 如 图 78 所 示 ，OP= MAB, F, mR RK 
OPZHFOA, WOPZKETHANNAZ—. W 
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于 加 面积 K 是 半径 与 周 长 乘 积 之 半 ， 所 以 有 


Fica 78 


图 78 
K = (a/2)(4OP) = (2a) (OP) , 
HRREX UM HWKR E25 OP HLA ER, 也 
就 是 圆 的 直径 与 总 旋 线 上 垂直 于 OA4 的 向 径 之 长 的 
比例 中 项 ， 
9°9 设 OB 与 螺旋 线 交 于 P， 用 点 Pi 和 P: 把 线段 
OP 三 等 分 。 如 果 圆 O(P,) 与 OC(P,) RRR RTT: 
5T,, WOT, 5OT, 把 角 4OB 三 等 分 
9°10 (4) 延长 CB 至 EB， 使 BE=B4. 然后 证 H: 
三 角形 MBA 与 MBE 全 等 。 
103 〈C) 取 三 角形 的 一 边 为 一 单位 ， Ter 
Ke EF Ot WPACB, 
CREAVNH-WH- 单位 ， 应 用 托 勤 
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下 定理 于 四 边 形 PBCD 与 PCD4 ooo ow 
(6) 取 正 五 边 形 的 一 边 为 一 单位 ， 应 用 托 
勒 臻 定理 于 四 边 形 PCDE，PCDA，PBCD， 
(d) 取 正六 边 形 的 一 边 为 一 单位 ， 应 用 托 
勤 玫 定理 于 四 边 形 PBCD，PEF4，PBCF， PCFA, 
10.4 (a) 假 设 ( 见 图 79》 D, E, FERM, 
HA, B, CEMRE 0, a 1. FE, TURSA 
BD/DC =q/r, CE/EA=1]p,; AF/FB= p/q, 
再 考虑 有 向 线段 则 有 
4 


图 ?79 
- (BD/DC)(CE/EA)( AF/FB) 444; 
Be, HIM EaPERBNH-RUAM 有 
三 条 边 ， 所 以 我 们 只 能 有 负 号 。 
反之 ， 假 设 oo, ” 
(BD/DC)(CE/EA)(AF/ FB) =- 1, BË 
线 EF 分 BC 于 D'。 于 是 D' ARREARS ERME 
4 
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(BD’ /D'C)(CE/EA)(AF/FB) = - 工 。 由 此 
可 见 BD/DC = BD’/D'C， 所 以 D 三 D 。 这 就 证 明 
TD, E, FHR. E 
10,4, ORIA R HOF BRBCH EBERLE,’ 
读者 可 以 验证 ， 对 所 有 可 能 的 图 形 均 有 
BD _ BD. 2A0BD _(OB)(ODYsin ZBOD 
DC ~ ADC 2AO0DC  (OD){OC}sin.ZDOC 


_ OBsin /BOD, 


= OCsin ZDOC 
10+4 (c) 利 用 10。4(b)。 oi 1 
(d) 在 10.4.(c) 的 围 形 中 以 DO 为 作画 Ro 
与 04， OB, OC, OD, OE, OFM RE AS , B’, 
Cc’, D’, E’, F’. ` 
` 10-5 (a)at = 角形 那 条 高 线 经 过 的 顶 AEA 
圆 直 径 ， 再 利用 相似 三 漠 形 。 
(5) 应 用 10.5, (a) 于 三 角形 D4B 与 DCB。 
© 利用 10.5 O 的 结 结果 以 及 CHAR 
Amn = ac +bd, 
(a) 这 时 6= 0°, cos9= 1, Al M 10.5 
(b) 4010.5 (0) . 
(e) 利用 10.5 @. 
11.1 $) 对 于 n=2 我们 得 到 毕 达 哥 拉 斯 发 现 
的 那 对 互 亲 数 220 及 284 对 于 n= 4 我们 得 到 费 马 发 


现 的 一 对 互 亲 数 17296 及 18416。 
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11*2 (a) 证 明 2 如 - 1 食 有 因子 20- 1 。 
Cb) 8128, 
Cc) Fai, Gry Go RANAKAAT. 
RN/a,, N/a, s N/a RENAR AAT. 


11。3 @) pn 的 真 因子 之 和 是 (p"-1)/(?-1)。 
11°4 (a) 1, 6, 15, 28, 
(6) Tr=lLtatertn, Pn=1+4+ 
7 tet (3n 2), 
(c) WALLA A). z 
”《d》 长 方形 数 的 形式 是 4 (e+ 1) 。 


<Ð 见 图 80。 

(8) 212°- 
1) =2°(2°-1)/2.8A 
用 11.4 (b) 。 


(Wa= (m- 2)/2, 


(Gi) a=5/2, 
b= -3/2。 ， mgo, 
11.5 (b) 车 为 合成 数 ， 则 p= ab, Bach, ` 
Miia? <p, 


(c) 对 于 ?= 10° 我 们 有 “(Aplogay/e= 
1,053-**, ` . coe SRR 


392. 


~ @ 考虑 MHI +2, mil 43, 
ee, (RAII EEI 
11°6 (a) (2m) >+ (m*—1)*=(m*+1)4, 
()EHRENKARRHSER A= A 
NV 2 将 为 有 理 数 。 

O 车 存在 正 整 数 4, b, č G41), 使 
i at+b?=c# H bt=ac, Wa, b, CHTHREE, 
但 是 ， 如 果 存 在 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ， 使 得 其 中 
一 个 整数 是 另外 两 个 的 比例 中 项 ,那么 必定 存 首 这 
样 的 原始 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 。 : 上 

《ec) ER: WR a? +a]? = co 
则 四 

(3a+2c+ 1)2+ (34+ 2c+ 2 )*= (hat 3e+2)*, 

CG) 利用 11.6 O 

(g) FnHFKAKT 2, WG, (n° 
~1)/2,(m*+1)/2) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 、 鞍 
为 偶数 且 大 于 2， 则 (n,n?/4 一 1， nya + 
1) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 。 

h) 由 于 62= (c-b)(c+b) ， 可 bte 
ewes. Bb bat, cLa, H 这 样 的 自然 
Roc 的 组 合 数 是 有 限 的 。 

11°7 (a) 7,4,11, 9 。 
(b) 令 CD=3x, AC=4x, AD=5z, 
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CB=3y, TH, TSE, 我 们 有 AB= 


4(y -x) 。 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 7y = 32%, 最 后 得 
3 4B=100, AD=35, AC=28, BD=75, DC= 
21。 

(d) 1806. 

1108 (6) RHE, x=x,+mb, gag, ama 

是 一 个 解 ,反之 ， 设 * 与 yy 是 一 个 解 ， 则 a(x 一 x1》 | 
=b(y,-y), Rx-x,=mb, y,-y=ma, > 

《c) RUTAR BE 


2 6 
x+ 2Zy + (—)y = 29+ -> 
2y+ (y= 29+. 


其 此 存在 整数 xz， 使 得 


a 
2y+7z= 6, 
这 个 方程 可 以 视察 求解 得 zi1 = 0, r= 3% 于 是 
x =23。 于 是 ， 据 11.8〈b) ， 原 方程 的 一 AME 
x=23+16m, y=3-7m, : 
HERA*>0, >00, KULA mZ- LEE 
0 ， 因 而 内 可 取 的 值 闪 有 0 和 - 1， 从 而 :我们 得 
ARM ，.; : . roe) 
x=23, y= 3 Al x= 7, y=10, 
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也 可 以 恨 练 习 8。4 (f) Rak db, 670+ 168 
= 1 。 然 后 再 取 x, =2094，y1 = 2098, 
Cd) 存 作 四 个 解 ，x= 124，8 = dy x= 
87, y=273 x=50, #=50; X=13, y=73, ~ 
Ce) 设 x 表 示 10 分 硬币 个 数 ，2! 表示 25 分 
硬币 个 数 ， 则 必 有 10x+258 = 500。 
11.9。 设 x 表示 一 淮 果 子 的 个 数 ，y 表示 每 人 分 到 
的 果子 数 ， 则 有 63x+ 7 =23y。 于 是 x 的 最 小 值 是 - 
11°10 (a) Raab, MRx ty =2", WA 
(x4)? 4° y= C2 
(b+) 设 曲线 上 有 点 (a/b, c/d) ，. 这 里 a， 
b,c，8 都 是 整数 ， 则 有 (ady (bey"= bd)", 
O 考虑 直角 三 角形 ， 其 边 长 为 
a=2mn, b=m*—n*, com +n, 
该 三 角形 的 面积 是 ， 
4= C@) -mm 《m2 一 ?2) 。 
Hm=as*, 有 一 乡 2 & xt -yt =z}, 则 有 - 
A=x’y’ (xt -y*) = x?y?z?, 
因此 ， 若 x* 一 y*=zx* 有 正 幕 数 解 X*，y，z， 则 存在 
整数 边 直角 三 角形 ， 其 面积 为 正方 形 教 。 
最 后 ， Bxttyt=azt, yj zs—y*= (x? )?, 
12-11, 12043 2. 60%s 3. 2/5Hs 
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e 144/31 R.. 
12:2 Œ) $, 30.52 4; P 9. sz $, : 
14,5 远 纳 ; HK, 5.5. 
12-3 84 岁 。 o 
12:4 ( 27, : 
(b) 5780= lox... 
72803 = cop oy, 
450082 = 2M E M38, 
3257888 = Meme oe, 
12*5 (a) ATABANB MAY DK xash, 
(b) y a k a 3bhay a 2 bhak T2 bhaka. 
13rx8 。 、， i, 
12°6 @ RaiRe LRg68p2 J mc Ragen aa 
o? 
(b) w fied Sift “VST 4455 


a a 
12°7 Acub- B3 iA od Coo 4 4 in 


A aequatur D solido 2 。 
13.。1 MMMMCCCCLXVIU, DECCHLAEXIX, © 
13.3 (b)-.€3660)7. en 
(c) (1254626)1。 © ` = RES 
13°4 (的 (43239) 126 Se 


ORE HART 《五 年 似 应 有 一 为 cme” Feis x 个 答 
Rm. IE ue em N : e` “a l 
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Cc) (179578432)19. 
13.5 (a) (653)s. 
(6) 9, 8, 7. 
Cc) 不 能 。 能 。 人 能。 不 能 。 
(dD 我 们 应 有 79=b7+4b+ 2， 从 而 b= 


Ce) RUA T2=2b3 +20, Nig bat 
3. TONE 
” 13°6 (a) Fla,b, 未 这 三 个 才学 R 则 ' 有 49c 十 
78+c=8lc+98+a -x > ($) GeLI 
这 里 a, bc 都 小 于 7 。 Pari O) 
Œ) 我 们 应 有 38 + +e? a 里 tA bag 
是 正 整 数 且 b>> 3. WP aR EA o 
(é) be abe ee ert: ue . 
Hoa th Md) 2b R20 > Bb 19 i= abt 
- 1. ' ty Sd 
13°7 (4a) Pw RHARRMS Co) Teh 
13°8 (D Rt ATW BH ee. H 
MBB RE LO woe ese ynoi le (5) gebl 
2 (5t+ 7) +H= (POP) tidda i i 
这 就 是 最 后 说 出 的 结果 ， ROH TY 
E) GRAS ty ie FORE ES 世人 位 、 个 位 数 
字 。 据 题 总 有 ,i - oo - ,3 - -yx (3) 
Be BS 区 (CN 站 MFMA. E E Rue BOOh+ 


SR 


10t+u+ 235, 
这 就 是 最 后 说 出 的 结果 ， 把 式 就 揭穿 了 
(c) h=9-u, t=9, 
1493 在 B4 上 任 取 一 点 D'， 在 C4 上 取 点 
RB", EACE” =BD'. WA D'(B) 与 过 E” 县 平行 
于 BC 的 直线 交 于 如 。 过 五 ' 作 直 线 平行 于 AC ， 与 
BART A’, SBCRIC’, 于 是 得 到 一 个 图 形 ， 
相似 于 所 求 图 形 ， 以 BB 为 相似 中 心 。 
14.4 (C) 这 里 p= 1，g= 870。 
14.5 (6) 4 x=2y, 
O 消去 xx 和 38， 得 到 2 的 三 次 方程 。 < 
(d) 考虑 X 的 三 次 方程 ， 其 首 项 系数 为 
1, BUBMraytmHAeERK, Hew, KF 
得 到 的 3 的 三 次 方程 没有 线性 项 ， BF: 
14.6 Rz, bazala RERM, 使 得 
¢t/z=a/m, o 
14°7 (2) 正 根 为 2 与 4。 
(b+) ARAL. 
14*8 (a) 直线 ay+bx+c= 0 与 三 次 曲线 J 二 3 
欧 交 点 模 坐 标 就 是 所 求实 根 。 ey 
(6) x=1.7. 
(c) x= -3,5; 1，2.o。 
(e) x=-6, -2, -1. 
151. (GO); 我 们 用 一 个 四 位 数字 NKR 出 定理 
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的 证 明 ， 推 广 是 容易 的 。 设 入 的 千 位 、 百 位 、 十 
位 和 个 位 数字 是 b, c, d, WA 
N=10004+ 1000+ 10c+d, 
设 S=atbt+c+d,， 于 是 . . 
N=999a+990+ 9c+S=§(illw+116+c)+8, 
i RM NERA ERR, AR Ae 
mf. TREERK mfin, ERS 
“4 a MeOm+e, N=on+f, 
Ae | 
M+N=9(m+n)+(et+f) , aes 
MN =9(9mn+ne+mf)+ef, 0° 07 
152 GG) RM BEM, NEMHA EHF 
重 排 而 得 的 数 。 HT MON 由 相同 的 数字 AR? 
所 以 它们 的 又 数 也 湘 同 [ 据 15"1 OI. FZ, 
RNA a l 
M=9m+e, N=Q9nt+e, 
M-N=9m-n). 
(b) 15.2.2), REWKBVE RY 
整除 ， 所 以 ， 据 15。1 (a) ， 乘 积 中 各 位 数字 之 和 和 
的 兽 数 必定 是 0。 
.15。3 : 刑 用 相似 三 角形 。. 
‘15.4 (a) x42,3696,, 
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(6) x=4,4934, 
15*6 (a) 利用 数学 归纳 法 ， 设 所 求 关系 对 n= 
AR, TH eia l 
Ukta Up= (Uppi tH) We 
Eten Ut Ur 
= Ukts Ut tees “p= (~ 1).. 
= pti) + Crd yer 
= t (C-1) Re 
等 等 。 也 可 以 利用 15.6 (5》 中 给 出 的 tn 的 表达 式 。 
(0) Ave L(t) S -V5 
22/5, a Oo 
HEA eat ine: =Vnrzs Vi=y = 1, 于 是 vn = tn. 
(c) 利用 15.6 (6) 给 出 的 妈 和 Wnss 的 溢 
达 式 ， 把 分 子 和 分 母 都 除 以 (1+w5)nr BE 
a OH RR. 
(d) 利用 15.6 (2) 给 出 的 关系 。 


' 121 167 y 
15°7 (a) AR -iy ORAR BA ARR 


Z. ` ' i 
(b) 33 天 。 这 个 问题 也 可 以 作为 变数 癌 
15.8 设 x 表 示 财 产 之 值 ，y 表示 每 个 儿子 得 


到 的 数额 。 于 是 长 于 得 到 14- H, KFR 
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_ xX-1、 
z= (1 +72") 2 


2:+ ` 

7 
使 这 两 个 数 相 等 我 们 求 得 zx= 36, y= 6, LEAS 
是 和 = 6。 


15°10 ”382 个 苹果 ，。 


16°1 (6) H= (3ac ~ b?) /9a? 


, G= (2b? — gabc 
-+ 27a°d)/27a?, 


16"3 x= 4， 其 余 两 个 根 都 是 虚数 。 
16.4 已 经 求 得 《 见 讲演 瑟 文 》 a= 6 /b， 

43/6, ii 6/b+b+b°/6 =10， 等 等 。 
16.5 y? +15y? + 36y = 450. 


c= 


Ieg .我们 AN 2+ CA 3) 
=/—2700=30/ — 3. Se 
16.7 我 们 有 16x?=xt+ 2x84 3x27 +2x+ 1 = 
(txt T)2。 由 此 可 得 
二 4 、 
可 见 xx=(3+V5)/2，(-5 土 V21)/2， 
- ,36'8 我 们 求 得 y= 3 (或 7)， 从 而 *= 


另外 两 个 根 是 2 土 5W -3，。 


ai 
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16°9 y° —6y* — 1449? = 2736, 

16°10 (@) 我 们 求 得 

m+h—-k?=b, k(m—h)=c, hm=d, 
从 头 两 个 关系 推出 

2m = (ks +bk+c)/k, 2h= (k? +bk—c)/k, 
然后 从 第 三 个 关系 得 到 

Ck? + bk +c) ks + bk —c) = 4dk?, 
即 

ks + 2bk4 + (b? ~ 4d)k? =c? = 0, 
这 是 如 的 三 次 方程 。 

16.10 ©) 与 四 次 方程 

x! 2x2 + gx - 3=0 
相应 的 2 的 三 次 方程 为 
ke ~ 4k* + 16k? -64= 0, 

这 个 方程 的 一 个 根 已 知 为 大 = 4， 所 以 E= 2。 由 
此 得 到 

m= (k? +bk+c)/2k= 3, 

h= (kh? +bk—c)/2k=-1, Ñ 

xt 2x2 + 8x— 3 = (12+ 2x-1)(x* ~2x43), 
从 而 原来 的 四 次 方程 的 四 个 根 是 - 1 士 V2 和 1 十 
J-2. ee EES 

17-1 (c) 令 logb mn=p, logy m=q, logyn=r, 
FH, =m, b=m, b=n, 从 而 =mi = bb 
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= Hikp=qtr 
2 (9) Ay=log, N，z= logb N, w= logp 
a, F, al=N, =N, bY’ =a, WR bea”, 
bz = aaa, Y y=2z/w, 
(b) Ay=logy N, z=logyb,. FÆ, b” 
=N, N?=b, AEN =b "=p, Y Wy=1/z. 
(Cc) Ay=logy b, z=logam F Æ, 
Ny=b G/N)7=1/b, AWN =b "=bn 可见 
y=, . E 
17°3 (a): log ， 4.26 = 1 /2+ 1/8 + 1/250 “> 
= 0,6294+ 
17。4 (b) cos c=cos a cos bo 
1745 (a) A=122°39’, C=83°5', 
b= 109*22/ 。 
(b) A=105°36’, B=44°0", 
c= 78°46", 
17°6 (a) ARIE SE 好 的 算 
筹 材 料 。 
O 例如 ， 589475% 11615. PENI 
6, 1, 5 HERRE- r WAAT, K 
后 据 此 求 出 这 一 除法 的 逐次 偏 商 。 
17.7 (b) 见 练习 17.1 (4) 417.1 ©) KÈ 
对 数 律 。 i 
17:8 HARKEDRHELH, #FKAITL 
323 


Cd) 所 述 对 数 律 ， 其 中 s= 2.。， i 
e ITI BE BARR, RKEADR A 三 分 
之 一 ， 把 这 样 的 三 把 短 尺 连接 起 来 ， 称 为 人 KR AO 
后 把 K 尺 放 在 D 尺 的 正 上 方 ， 参 考 练习 17。1 fi 
述 对 数 律 ， 其 中 S= 3 

16 ©) RRA RN 
: 

18.2 (a) ESETI eA BO 其 简单 
”分 数 部 分 AA! 卡 在 扇形 规 两 恬 上 刻度 均 为 100 的 两 
点 之 间 CEED 。: 于 是 ， 两 锣 上 刻度 均 为 20 的 两 

点 间 的 距离 就 是 44' 的 五 分 之 一 。 

(2) 张 开 扁 : 
WH, BAA) 
O4 是 所 要 的 给 
图 比率 ( 见 图 
81)。 于 是 , BB’ 
RERA 长度 
OB 的 新 长 度 。 

183 a) 把 4A/ 
一 条 臂 上 刻度 为 图 81 e 
ay KAR -AP LAR DOW ARERR BRK 
RRLARA CHAD LRM RRR HRS EA 
一 辟 上 所 截 得 的 刻度 就 是 所 求 的 第 四 比例 项 。: 

O O KF RDA, CHF LARRY AGHA 
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点 问 的 距离 等 于 150。 FR, 刻度 均 为 100 的 两 点 . 
: 回 的 距离 就 是 一 年 前 应 存 入 的 本 金 数额 。 如 此 操作 
五 次 就 求 得 所 要 的 本 金 数额 。 

18.4 小 圆 不 仅 滚动 而 且 滑 动 。 

1895 利用 一 一 对 应 关系 1< 一 > 人 

18°6 (a) 在 近日 点 。 

(ce) 1000 年 。 
(d) 254.U。 
18.7 (a) 两 者 周期 相同 。 
(b) .1 小 时 24 分 。 
18.8 (a) 正 n 边 形 和 名 顶点 处 的 内 角 为 
(n- 2) 180°/n, 
PRAT AMMA TON EDAD, 则 有 
p(n- 2)180°/n= 360°, 
W p=21+4/(n- 2), 
Œ) & E p(n- 2 )180"/4=180” 
即 力 = 1+ 2/(n- 2) 。 

18.9 Ai, WH. Steinhaus, Mathematicaf 
Snapshots (New York, Oxford University 
Press,. 1950) 以 及 M. Kraitchik, Mathematical 
Recreations (New York, W, W, Nortoa, 
1942) 。 

18°10 (c) HM x/a+y?/b=1 TAR 
-AERAN +y =a H, 使 得 在 每 一 点 处 糖 
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MAARRE- ARAARA 

191 PAP RAAF HRD, WER RA 
EZ- REKER, KO 是 P 上 与 一 条 包围 平行 线 
相距 x 处 的 弦 长 ， Wkf(x) BP 上 相应 的 弦 长 ，k 是 
SALE RD FARA REPRE MER, WA 


A= [ rods, A’ = f ioar, 
这 星 j 是 两 条 包围 直线 间 的 距离 。 由 此 可 和 抑 ，4/ = 
kA, rey ` 
19:2 见 The American Mathematical Mon- 
thly, Jan, 1942, 问题 人 465。， : 
19*3 A MERR HEH DERA AA 

HERAA HALRHRLARA BADR. 
AER, RESORAANEDH, AIFA 
pt, PHMRWSEK PEFERELW EOD 
RE, LRBRTEP HD LA RERMARE, 
HW ART REWER. 这 个 有 当 筷 的 粮 柱 体 
就 可 以 作为 半路 形 的 比较 外形 。 : 

， 还 可 以 选 一 个 立体 作为 半 蹄 形 的 比较 图 党 ， 这 
个 立体 的 高 为 P， 下 底 是 一 个 直角 三 角形 ， 两 条 直 
Miah th 上 底 是 与 下 底 斜 边 平行 且 相 等 的 线 
a we : 

ER, BARRE 2h? / 3 。 
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19°95 设 4B 和 CD 是 空间 中 两 条 线段 ， 使 得 
(1) AB=CD=2r./%, (2) 4B 和 CD 都 垂直 干 
PARR, (G) 中 点 联 线 之 长 为 2r， (4) AB 
垂直 于 CD。 于 是 ;， 四 面体 4BCD 可 以 作为 比较 多 面 
ke 

19:6 把 环 面 放 在 与 其 轴线 垂直 的 平面 娟 上， 
以 半径 为 r、 高 2xc 的 直 圆 柱 作为 比较 图 形 ， 使 之 沿 
纵 长 方向 放 在 平面 尹 上 。 以 平行 于 儿 的 平面 来 截 环 
BRA; 环 面 上 的 截面 4 是 一 个 圆 环 ， 其 内 外 学 
径 例如 为 4 和 如 BR LAREA E- MEH 其 长 
Rance, BRAY, 

ane 一 02》 

`- =AX(a+b)(a-b) 

=2nc(a—b) ， 

Al =2ncw=2nc(a-—b) , 

颖 然 4= 4/ ,可 见 环 面 的 体积 等 于 圆柱 的 体积 , 即 是 
= xy2(27c) = 27272Cs 


19*7 (a) 见 图 82。 


、 m 


19°8 (5) 如 果 截 面 面 积 是 与 一 个 底 面 的 距离 


的 二 次 和 函数， 那么 这 个 面积 是 三 个 量 的 代数 和 。 

一 个 是 棱柱 的 常 值 截 面 面 积 ， 另 一 个 是 横 形体 的 截 

面 面 积 《 与 离 底 面 的 距离 成 反比 ) ， 还 有 一 个 是 楼 

锥 的 截面 面积 〈 与 离 底面 的 距离 平方 成 正比 ) 。 因 

此 ， 广 义 棱 柱 体 的 体积 等 于 棱柱 、 株 形体 以 及 棱锥 

的 体积 的 代数 和 ， 然 后 再 应 用 问题 (a) 的 结果 。 
(ce) HAH) =ax?+bx+c， 然 后 证 明 


h ` 、 l 
v= f A(x)dx=h CAO) +44 (h/2) +A) /6, 
0 . 、 


19。9 É) HR 
x?/a? +y?/b? +z?/°= 1, 
用 离 xy 平 面 的 距离 为 z 的 平面 相 截 ， 所 得 的 六 面 是 
# E 
x?/a? + y?/b? = 1 —z*/c*, 
其 半 轴 为 
Cale) SERE 和 (We)w ct —2?, 
这 个 椭圆 的 面积 是 


xab(c? -z es 


anabe) 3 。 
(OV=ler/s, A/ l 


O 例如 ，ACX) =ax2+Bxz+c， HPR 
4 如，D，c 是 常数 ， 所 以 可 以 有 下 文 的 考虑 ,一 一 译注 
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EN ach AN for Mae 


19。10. 否 。 考 虑 两 个 正方 形 棱 柱 体 P 和 P' & 
RAR, PRERE PERRE, FANANN 
垂直 于 底面 。 

这 个 例子 警告 我 们 ， 直观 有 时 会 使 人 误 入 时 
途 。 人 们 可 能 会 把 P 和 P yl PH CHRP 
了 /截面 周 长 的 ) 若干 正方 形 细 线 图 拼合 而 成 .由 于 
这 些 线 图 长 度 全 都 一 样 ， 而 且 P 和 P/ 有 同 冬 多 的 线 
图 ， 所 以 人 们 也 许 会 得 到 结论 说 ; PHP’ HRE 
侧面 积 。 

20 1 O ANERRB EME RE AMR 
贺 上 具有 最 大 再 积 的 三 角形 投影 为 园 主 具有 最 大 
面积 的 三 角形 。 但是， 图 内 接 三 角形 具有 最 大 面积 
的 充 要 条 件 是 ， 该 三 角形 为 等 边 三 角形 ， 而 三 角形 
为 等 边 三 角形 的 充 要 条 件 是 :其 重心 与 圆心 重合 。 

《6) 利用 正 交 投 影 把 精 圆 投影 XE. M 
国 上 的 变 驴 投影 为 圆 上 的 变 弦 ， 截 出 具有 常 值 面积 
的 图 内 吕 形 。 但 这 条 变 蓄 的 包 络 是 同心 贺 。 

203 Œ) 例如 见 Nathan Altshiller—Court, 
Modern Pure Solid Geometry (New York, 
Macmillan, 1935) . 

204 利用 中 点 及 距离 公式 。 

205 把 直角 三 角形 放 在 储 卡 尔 直 和 角 坐 标 架 上 ， 
黎 两 条 直角 边 与 坐标 架 两 条 正 轴 重合 。 

20.6 可 以 把 三 角形 放 在 笛 卡 尔 直角 坐标 架 上 ， 
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使 底 边 在 x* 轴 上 ， 而 对 应 顶点 在 正 g 轴 上 。 

20°7 (0) 成 立 。 

208 取 两 个 礁石 的 联 线 为 E 卡尔 直角 学 标 架 
的 x 轴 ， 而 以 联 线 中 点 为 原点 。 

20.9 用 策 卡 尔 斜 坐标 系 的 (0，0) ,(3，0)， 
(0, 3) RRFA, B, C. 


20°10 把 4 的 轨 这 取 为 储 KREMER 


fh, Bay ARR AH, GAP=a, PB=b, WP HM 


XAMA xa ty? /bP= GAAF BT 


， 煌 现 规 作 图 法 ， 可 以 画 已 知 两 半 轴 的 椭圆。 给 田 员 就 
Axe BAB SR. D 
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QEDER EET, BRR TMD 
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fq Niels Henrik Abel (1802—1820) , ’ 
挪威 数学 家 ，229。 

PR PLM Apollonius. of perga, 公元 前 三 世 
RH BHPER, 95, 281, 
阿布 尔 维 发 Abi’ l—Wefa (940—998), MH 

. l HR FR, 129, ot 
阿布 喀 米 尔 Abi Kamil, 阿拉伯 数学 家 ， 205. 
Hæ William Oughtred (1574—1660) ， 英 
BRR, 165, 166, 241. 
河 达 玛 Jacques Hadamard (1865—1963) ， 法 
国 数学 家 ，143。 
何 德 拉 德 ”Adelard of Bath (10907 —1150) ， 
.英国 数学 家 ，91。 
MARS Archimedes of Syracuse ( 公 元 前 
287? 一 212) ,希腊 数学 家 、 物 理学 家 及 发 
明 家 ,12,26, 94, 104 以 下 , 191, 226, 267。 
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FAKER spiral of Archimedes, 117.' 
MERRTE Archimedes’ method of eq- 
. uilibrium, 109, 115. 
MEREK Mohammed ibn Musa al-Khow- 
âriazmi (780—850) ， 波 斯 数学 
R, 171, 203, 205, 
阿 蒙 斯 Ahmes, (REMY DRA, 207, 
ha BR Archytas of Tarentum (公元 前 428 
i ”一 347) ， 希 腊 数学 家 ，68。 
MG Hi Aztec, 5, 
埃 锐 斯 塔 克 斯 ”Aristarchus of Samos (公元 前 
310? 一 230) ， BRARER, 
120, 129, 4 o 
艾 阿 姆 布 里 克 斯 lamblichus, WER Rw 
R, 137。 

ZARE ”Ionia， 小 亚细亚 海岸 古 地 名 ， 包 括 许 
爱迪生 Thomas Alva Edison (1847—1931) 3: 
美国 发 明 家 ，255。 

”爱丁堡 Edinburgh, 英国 城市 , 苏格兰 首府 ，233。 
按 加 法 全 等 Congruency. by addition, 38, 51, 
按 减 法 全 等 Congruency by subtraction, 38, 
51, | 

安泰 俄 斯 Antaeus， 着 腊 神话 中 的 巨人 ， 250。 
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Pad Poppus of Alexandria, 三 世纪 着 腊 教 
学 家 ，95，47 以 下 。 =o 
巴布亚 部 族 Papuan tribe, 4, 5, $. 
B# Issac Barrow (1630—1677) ,英国 数学 
R, 104, 166, 273, . 
也 斯 卡拉 Bhaskara (1114—1185? 》， 印 度数 
学 家 、 天 文学 家 ，41，42，184。 
Be Blaise Pascal (1623—1662) ， 法 国 
数学 家 ，25，273。 
BH Bath, KAW BMW, 91, 
#8 Cycloid curve, 25, 
BHM Byzantine Empire, WKF ZE 
m, EERETERLR STORY 
亚 地 区 ，91。: 
半 完 美 数 Semiperfect. number, 140。 
邦 塞 勒 Jean—Victor Poncelet (1788—1867); 
法 国 数学 家 ，177。 | 
倍 立 方 问题 the duplication of cube, 78, ~ 
贝 都 因 部 族 Beduin tribes, 192, & 
RNA Petr Beckman, 当代 捷克 科学 家 ， 112.. 
WAR H. Perigal, RAH#R, 38, 51. 
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贝 洛斯 George Bellows, #M HR, 61. 
WHR Bezant, HARE HHS AE, 271, 
WU EH Ludwig Bieberbach, 德国 近 代数 学 
i Rs 78. 
ke Pisa， 意 大 利 西北 部 城市 ， MEARE 
205, 251, | 
Hat Pythagoras, of Samos CAT NST 
? 一 493? ) > HERF K SOF, 
. 866 以 下 ， 136, 258, 
毕 达 哥 拉 斯 定理 Pythagorean theorem,19, 
og 34D Fs 56, 93, 
ek EHH RE Pythagorean relation, 245, 
Qk ET ae) Pythagorean Proposition 
CFA) » 38. — 
WAH E AW Pythagorean triangle, 144, 
毕 达 哥 拉 斯 三 数组 Pythagorean triple, 144, 153 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 Pythagorean school, 35 以 下 ， 
。 „140, 55, 66W F, 93, 153. ` 
毕 尔格 Jobst Burgi (1552—1632) ,瑞士 钟表 
WER, 238, 
whe apothem, 30, i 
变形 、 发 现 、 反 演 方 法 transform 一 discovef 一 - 


invert technique, 280 以 下 。 


变形 、 求解 , 反 演 方法 transform—solve—invert 
technique, 277K F. 
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辩证 几何 demonstrative: geometry 2287). ` 
波 尔 查 诺 Bernard Bolzano (1781—1848) ， 捷 

ERF, 70, 93. | l 
波 隆 尼 亚 Bologna, 意大利 北部 城市 ,220,224, 267 。 
ZEER Polyphemus, FR WP ARR E 
l As 1 
He Persia, HBL t E, 1935 年 改 种 伊朗 :192。 
HK Bohemia, + kk t E£, BOER 

_ K, 164, . 
#8 WA Al Rafael Bombelli (15267 -+1678), 
RAARKER, 164, 168, 226. 

伯 克 哈 特 J, CL Burckhardt, TAEA HX 

学 家 ， 143 。 . 
柏拉图 Plato 《公元 前 427? 一 347? ) » A ae 

ER, 57, 68, 90, 158, 
柏拉图 学 院 Platonic Academy, 88 90, 
. 《不 定 命题 论 》 Porisms (7H), 145, 16, 
不 可 公 度 量 incommensurable magnitudes, 57, 
66 
# Bw Brescia, SAA ABRMW, 225, 
布 授 尼 Tycho Brahe (1546—1601), H#RKX 
| 学 家 ，255。 
Hit BERR Brahmagupta, 七 世纪 印 度数 学 
家 ，162。 
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市 瑞 补 斯 Henry Briggs (1561—1631) ,英国 
市 瑞 格 斯 对 数 Briggsian logarithm, 236 


C 


«CRC 数学 用 表 手 册 》 CRC Handbook of | 
Tables for Mathes 
matics, 130, 

人 测量 学 》 Metrica (WE) ，95。 

插入 原理 insertion principle, 116, 

KAHR oblong number，151。 

常用 对 数 common logarithm, 236, 

#8 MH transfinite number, 7, 254, - > œ 

筹 签 tally sticks, 2, 

《 筹 书 》 Liber Abaci (HRM) , 205 以 下 

XR) Rabdologiae (AKA), 246, -. 

Ww. grating method, 184,246, ARN 

# OW HR orthocentric tetrahedra, 298, 
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达 苏 奇 Leonardo da Vinoi (1452—1519) .si 
意大利 著名 画家 、 周 刻 家 、 建 筑 家 、 工程 
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Wi, RAR 30, 51。: : 
KEK Zuanne de Tonini da Coi, + Kw 4 
+ BAAR, 223, 230, 
KHZ, Dase, FTAPRAER, 143, 
«KEY Ars Magna (EAH), 221 F 
《大 综合 论 》 Alitlagest, 即 《 数 学 体系 》 Ch 
KH), 95, 124, U Fa 
42 BH method of undetermined’ Soeffi- 
` cients, 228, 
RRM SKE: algebraic symbolism, 157 以 下 。 
EA BDR Dedekind schnitt (cut) , 78, 
a Max .Delin (1878—1952), 德国 数学 家 ,4 40, 
fe ak Jean de Heinzelin, 3, ois F 
Hag Scipione del Ferro (1465—1526) yi 
意大利 数学 家 ，220。 
Æa J. P, de Gua de Malves. (1712—1785); 
法 国 数学 家 ，49。 : 
德 卦 定理 de Gua’s theorem, 49, 52° 
德 拉 贝尔 JL C., W, de la Bere, 106°" 
gmr Bachet de Méziriac (1531— 
e ”1638)， 法 国 数学 家 ,145,、146。 
HH Augustus De Morgan (1806—1871), 
英国 数学 家 ， 154, | l 
ARAA Democritus (公元 前 460? —3627), 
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希腊 哲学 家 ，267， 
RAR Denaro, EFRRHH, 217, 
德 内 迪 爱 印第安 人 Dene—Dinje Indians, 4, 
Wk René Descartes (1596—1650) ,法 国 数 
YR, WER, 49, 137, 165,224, 
228, 231, 282 F, 291, 
全 卡尔 乘积 Cartesian product, 8, 
KAl% F| Peter Gustav Lejeune Dirichlet: 
(1805—1859), 德国 数学 家 , 142, 149, 
# eM Tubingen, 德国 城市 ， 254; : 
JÆ. Diophantus of. Alexandria, 324.4% i 
数学 家 ，95,136 以 下 ;158 以下， 167, 2124: 
JARA Diophantine problems, 147, *, 
TR Tinseau， 十 八 记 纪 法 国 数学 家 ，49。 5 2 
ZWAR ratio formula, 287, 
社 德 内 H. E. Dudeney, 近代 数学 家 ， 38, 5h 
HH Jacque Dutka, 当代 教学 家 ， 62, 
短缺 数 deficient number, 138, ` 
对 楼 中 线 ,bimedian，292，。 B te BR 
《对 圣 约 输 启示 录 全 书 之 彻底 揭露 》 
A Plaine. Discouery of the “Whole 
_ Reuelation of Saint John( Wy & AR J 2895 
对 数 logarithm, 233 F». 267. 
对 数 尺 . logarithmic scale, 241, 
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《对 数 计算 》 Arithmetica Logarithmica CA 
瑞 格 斯 ) ，237， 
多 信和 完美 数 multiply perfect number, 139, 
多 边 形 数 polygonal number, 140, 151, ` 
ZZEE Dositheus, ALNE HAAF 
Ry 105, 
多 头 政治 “polycrates，35。 


E 


后 里 亚 巴 达 Aryabhata, the Elder (475? — 

l 550? ) 印度 数学 家 ，28，131。 

ERAEN Eratosthenes (公元 前 2759 一 
194? )， 着 腊 数 学 家 、 天 文学 家 、 
地 理学 家 ， 105， 108, 151, 

二 进位 制 binary system, 181, 

EZE ”Asoka， 古 印度 毛里 亚 国王 ， 在 位 期 间 公 

元 前 273 年 至 232 年 ，171。 | 
RSH. Etrurias， 意 大 利 西 北部 十 民族 ，237。 


F 


法 匣 尔 John Farrar， 十 九 世纪 美国 数学 家 ,92。 
Wai galley method, 185, 
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《方法 》 Method (MAAR), 107 以 下 ，26。 
AE k JLE non-Euclidean geometry, 193, 
HARB Firenze, RAF PB RUG M, 178, 251. 
#5 WH Leonardo Fibonacci (1175—12507),. 
203 以 下 . 
«RAR Fibonacci Quarterly, 209, 
# KIS RP Fibonacci sequence, 209 以 下 。 
4 费 波 那 契 协会 ” Fibonacci Association, 209 
ee Antonio Felkel， 十 八 世 纪 奥 地 利 数 
学 家 , 143。 
žiga Ludovico Ferrari (1522—1565) ， 
意大利 数学 家 ，221, 223, 230, 
费 马 Pierre de Fermat (1601—1665) » $E 
HR, 104, 137,146,148, 212, 273, 282, 
284, a, 
“R Dk ga” Fermat's Last Theorem, 148, 156, 
费 马 双 曲线 、 BM RRS hyperbolas, para— 
bolas, spirals of 
Fermat, 285, 
KK Fermat prime, 144, | 
费 欧 尔 Antonio Maria Fior， 十 六 世纪 意 大 入 
HER, 220, | 
eu IR Edward Fitzgerald, «i ARD. 
Hy EH, 193, 197. 
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HoH Georg von Peurbach (1422—-. 
1461) , MwA RR, 129, 

We Nicolo Fontana (1499? —1557) , E 
BRET, BAARZR, 221, 

_ 佛 拉 贝 尔 J. Faulhaber (1580—1635) , 法国 
”数学 家 ，49。 

符号 代数 Symbolic algcbra，157 以 下 。 

伏 拉克 Adriaen Vlacq (1600—1666) ， 和 荷兰 出 
版 家 ，237。 


G 


wr James Abram Garfield (1831— 


| 1881) ， 美 国 第 二 十 任 总 统 ，44。 

4m Ale Galilei Galileo (1564—1642), BX 
利 数 学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ，25，250 
WF, 267. 

WZA Evariste Galois (1811—1832) , $ E 
HER, 229, 

《 伽 尼 塔 》 Ganita (BERBER) » 28. 

+43: Edmund Gunter (1581—1626) ， 英 国 天 

文学 家 ，237，241。 
-Hmi Gunter’s chain, 237, 
高 斯 Carl Friedrich Gauss (1777—1855) ， 
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德国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ，143。 
哥 白 尼 Nicolaus Copernius (1473—1543) ， 
波兰 天 文学 家 ， 现 代 天 文学 葛 基 人 ， 创 立 
“日 心 说 ” ，253，255。 
哥 尼 斯 堡 Königsberg, PHAFSL AM, 130. 
格拉 尔 多 Gherardo of Cremona(1114—1187), 
意大利 数学 家 ，91, 131。 
格 赖 式 尔 J. W. L. Glaisher, +r & # 
R, 143, . 
格 勒 格 锐 David Gregory (1661—1708), 英 
国 数学 家 ，166。 
Hee Sir thomas Gresham (1519—1579), 
英国 财政 经 济 学 家 ，234,241。 
格 瑞 莎 蒙 学 院 Gresham College, 234,237,241. 
-A$ ‘radix method, 244, 
名 划 法 scratch method, 185, 
BH sagitta, 13, 
宫灯 十 四 面体 cubocatahedron, 257, 
“i Rw” Copernius of antiguity, W% 
RM SIM, 120, 
古 尔 丁 Paul Guldin (1577—1642) ， 瑞 + & 
学 家 ，273。 
怪 数 weird number, 140, - 
广义 棱柱 体 . generalized prismoid, 275, 
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HW reductio ad absurdum，58。 
jL inductive geometry, 12, 
jg superabundant numder, 139, 


H 


‘è Godefrey Herold Hardy (1877—1947) , 
英国 数学 家 ，58，56, 113，。 
哈密 尔 顿 Sir William Rowan Hamilton(1805 
—1865) , RARER, 113, 
Hami Thomas Harriot (1560—1621) ， x 
国 数学 家 ，165。 
KG Hieronymus, 公元 前 四 世纪 希腊 学 
#, 29, 
汉 比 基 Jay Hambidge, 61, 
_ 3% Verner Hoggatt, Je., 211, 
《合并 相手 论 》 Science of the Reunion and 
the Opposition, Al 《 称 项 消去 
论 》 TFAAR) s 204, 
Hg “Homer， 公 元 前 九 世 纪 着 腊 诗 人 ， 1. 
pex. Hipparchus 《公元 前 190? —1252) » 
| 希腊 数学 家 、 天 文学 家 ，121 以 水 金 ? 
将 巴萨 斯 Hippasus of Metapontum, ‘et M 
五 世纪 希腊 数学 家 ，67。 
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MAH IL Heiberg, RARRREH HR, 107, 
Arek David Hilbert (1862—1943) , 德国 
数学 家 ，89。 

e Heron， 也 作 Hero， 公 元 前 一 世纪 希腊 数 
学 家 ，16, 95。 

peA Heronian mean, 16, 19, 

BRE Hippocrates ‘of Chios, AX WH ` 

世纪 希腊 数学 家 ，90 

HEA Hercules, F HWER $ MA 
ME Aaea (Heracles) , 250.. A 

Eg Thomas Little Heath， 当 代 英国 数 家 史 

家 ，160。 

互 亲 数 amiable numbers, 137, 150, 

«Emay Flos (RAM) y 213, 

华盛顿 George Washington (1732—1799) ， 
美国 第 一 任 总 统 ，44。 

mhp Alfred North Whitehead, 近代 英国 

ER, HER, 113. 

AHR torus, ee 

黄金 比值 golden ratio, 60, 64, 128, 211, 

黄金 分 害 golden section60,63, 103, l 

黄金 矩形 golden rectangle，61，64。 

活性 对 称 dynamical symmetry, 61, 

gij Thomas Hobbes (1588—1679) ， 英国 


344 


ER, 93. 
gryg Wilhelm Holzmann, WY», 145, 
2%. Vander Hoecke, 十 六 世纪 荷兰 数学 家 ， 164。 


J 


基本 极限 定理 fundamental limit theorem, 71, 

基数 cardinal numder, 8, 

Qt) La Géométrie (AKA) , 283, 

《几何 实践 》 Practica Geometriae ($ 波 那 
R), 212, | 

几何 平均 值 geometric mean, 19, 

《几何 原本 》 Elements (KLER) , 40, 
44，46，53，64, 70;88 以 下 , 138, 

142, 273, 290, 

《几何 原理 》: Eléments de Géométrie ( 勒 让 
) , 92, 

几乎 完美 数 quasiperfect number, 139, 

HER slide rule, 242, | 

4 计算 技术 ” logistic, 136. 

(RB rule of false position, 191, 198, 199. 

简写 代数 syncopated algebra，157 以 下 。 

简单 正规 数 simply normal number, 62, 

RRB sociable chain of numbers, 138, 
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kgg Thomas Jefferson (1743—1826) ， 美 
国 第 三 任 总 统 ，44。 

解析 方法 analytical method，285 以 下 。 

解析 几何 analytical geometry，277 以 下 。 

金属 尺 line of metals，261。 

经 验 几 何 empirical geometry, 12, 28, 

九 官 格 游戏 game of tic-tac-toe, 83, 87, 

《 酒 桶 体积 的 测量 》 Stereometria Doliorum® | 

Vinorum (FHH) , 257. | 

《 九 章 算术 》 Arithmetic in Nine Sections, 13, 

i ki moment, 110, 

ZLwT# Constandinpole, 土耳其 海港 ， 今 
称 伊 斯 坦 布尔 〈Istanbul), 108, 217。 


K 


kk Girolamo Cardano (1501—1576) , ¥ 
大 利 数学 家 ，221 以 下 。 o 

卡 大 诺 及 塔 塔 里 亚 公 式 Cardano—Tartagiia 

formula, 222,227, 230. 

卡莱尔 Thomas Carlyle (1795—1881) , $ 
SER, MEFR TER, 92, 

卡 马 玉 拉 部 族 Kamayura tribe, 4,7, 

+ John Casey(1820 一 1891) 英 国 数学 家 ,135。 
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卡 瓦 列 里 Bonaventura Cavalieri (1598— 

， 1647), MAAR RK, 104, 238, 26714 F. 
卡 瓦 列 里 全 等 Cavalieri Congruence, 273, 
卡 列 里 原理 Cavalieri principles，268 以 下 。 
开 普 勒 Johannes Kepler (1571—1630) ， 德 国 

天 文学 家 、 数 学 家 ,104,238,251 以 下 ,267,270。 
开 普 勒 行星 运动 定律 Kepler’s laws of plane- 

tary motion, 256, 
凯 尔 斯 岛 Island of Chios, #BRW, £ZLE 
其 西 面 ，90。 
Æ Cassius J, Keyser, 97, 
WE Omar Khayyam (10447 一 1123? ) , 
波斯 诗人 、 数 学 家 ，188 以 下 。 
eg HR Johannes Campanus， 十 三 = 世纪 意 K. 


AIH FR, 91, 
Ei Georg Cantor (1845—1918) ， 德 国 数学 
R, 7, 72, 254, 
康 特 Moritz Cantor (1829—1920), TTE 
ER, 207. 


柯 拉 Tabitibn Qorra (826—901) ， 阿 拉 伯 数 

l 学 家 、 天 文学 家 ，38，52，150。 

柯 农 Conon， 公 元 前 三 世纪 埃及 数学 家 ，105。 

MLR Khorasan, 波斯 地 区 ,以 产地 鲁 著 名 ,188。 

HERA Cremona， 意 大 利 北部 城市 ， 以 产 小 
347 


提琴 著称 ，91。 
克利 门 扎 车 山 Mt. Kilimanjaro， 非 洲 最 高 峰 ， 
在 坦桑尼亚 东北 部 ，2。 
PSH Crotona, FHP, EARAAH 
a, 35, ， 
Mee Christian Kramp (1760—1826) ， 法 
BAR, 166, 
AAR August leopold ` Crelle (1780—1855), 
德国 数学 家 ，143。 

KFY quipu, FREABRUHIA, 2, 
克 尤 植物 园 Kew Botanical Garden, #38 
郊 著名 植物 园 ，198。 

BL Giovanni Colombini of Siena, + 
四 世纪 意大利 宗教 活动 家 ，266。 

= RG Federigo Commandino( 1509—1575), 
意大利 数学 家 ，91，289 

ES RE eB Commandino’s theorem, 289, 


292, 
库 克 罗 普 斯 Cyclops, 希腊 神话 中 独眼 巨人 的 统 
R L 
库 里 克 J; P, Kulik (1773—1863) ， #ERŽ 
R, 143, 
tei Julian Lowell Coolidge, X Rž EA 
学 家 ，104。: 
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库 默 尔 Ernst Eduard Kummer (1810 一 1893 )， 


L 


fie Joseph Louis Lagrange (1736— 
1813), BRERA FR, 146, 229, 
424% Gabriel Lamé (1795—1870 , EH RF 
R, 149, 211,. 
拉 著 拉 斯 Pierre Simon Laplace(1749—1827),. 
法 国 数学 家 、 天 文学 家 ，238。 
RAH Gottfried Wilhelm von Leibniz. 
| (1646—1716) ， 德 国 数 学 家 ，104。 
RE Leyden, HAMA, 254, 
«# BME) Rhind Papyrus, 4 7% 前 1650 
年 的 埃及 数学 著作 ，14，17， 
18, 120, 158, 198, 206. 
2% li Johann Heinrich Lambert (1728— 
1777) ， 德 国 数学 家 、 物 理学 家 ， 
Hig Adrien-Marie Legendre (1752 一 
1833) ， 法 国 数学 家 ，92，149。 
OERA D. N, Lehmer (1867—1938) ， 美国 
学 家 ，143， 
楼 柱 体 公式 prismoidal formula, 275, 
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EURER Johann Lippersheim， 十 七 世纪 和 荷 
兰 透 镜 麻 制 家 ，252。 
Am Leon, 上古 希腊 数学 家 ， 柏 拉 图 门人 ，90。 
连续 性 原理 principle of continuity, 258, 
《两 大 体系 》 The Two Chief Systems (你 利 
略 ) , 253261, 262, 
《两 门 新 科学 》 The Two New Sciences (fr Al 
| 略 ) ，254，261，262. 
宁德 曼 C, L. Ferdinand Lindemann (1852— 
1939) ， 德 国 数学 家 ，78 
Ae Abraham Lincoln (1809—1865) ， 美 E 
第 十 六 任 总 统 ，44。 on 
菱形 三 十 面体 Rhombic triakontahedron, 257. 
菱形 十 二 面体 Rhombic dodecahedron, 257, 
HK eB gk first law of hydrosta~ 
tics, 106, 114, 
卢 米 斯 E. S. Loomis, 38. 
路 德 Matin Luther (1483—1546) ， 德 国 宗教 
改革 家 、 路 德 教派 创建 人 ，254。 


BRAR Giles Persone de Roberval (1602: ` 


一 1675) ， 法 国 数 学 家 、 物 理学 家 ， 
273，284。 

部 辑 论说 logical discourse, 79, 85。 

罗马 数字 系统 Roman numeral system, 174, 


350° 


《伦敦 画报 》》 © Ilustrated London News, 197, 
《 论 多 边 形 数 》 On Polygonal Numbers (J 
RD ，145。 
ieee Hy On Floating Bodies (ff #4), 

114, 
《 论 固体 重心 》 De Centro Gravitatis Soli- 
dorum (GE MB) , 289, 
《 论 球 及 圆柱 》 On Sphere and Cylinder (hq 
基 洲 德 ) ，107 以 下 . 
《 论 日 月 之 大 小 与 距离 》 On Sizes and Dista- 
neces of the Sun and 
the Moon G& 4 Br # 
AW), 121, 

《 论 正确 进行 推理 及 探索 科学 真理 的 方法 》 
Discours de la Méthode pour Bien 
Conduire Sa Raison et Chercher La 
Vérité dans les Sciences (4+) > 
283, 


M 


BRR Magnesia, 90; 
‘Hebets ”Mahavira， 公 元 九 世纪 印度 数学 家 ， 
185. 
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马其顿 这 E Macedonian Empire, t æ iat oP 
王国 ，88。 

马 林 凯 部 族 Malinké tribe, 8, 

马 塞 部 族 Masai tribe, 2, 

马赛 拉 斯 Marcellus (公元 #2687 —208) , + 
罗马 大 将 ， 105。 

ag R., Mason, 6, 

HMA Medina， 沙 特 阿 拉 伯 西北 部 城市 ， 有 移 

军 默 德 墓地 ; 192, 
才 加 ”Mecca， 沙 特 阿拉 伯 西 部 城市 ， 穆 罕 默 德 诞 
生地 ，192。 

ZEM Miletus， 小 亚细亚 西部 希腊 古城 ，21， 
35, 

麦 尼 雷 斯 Menelaus of Alexandria, -E a% 
腊 数 学 家 ，95，122，134。 

麦 尼 雷 斯 点 “Meneiaus'point，133。 

SREM eR Menelaus’ theorem, 133, 

受 丁 哥 部 族 Mandingo tribe, 5, 

毛里 亚 Maurya, FPRRLBER, LESH 
(Magadha) , 171, 

锚 状 环 anchor ring, 275, 

RH Nizam ul Mulk, 188, 

梅 奇 斯 顿 城堡 Merchiston Castle, 234, 

HREM “Menaechmus， 公 元 前 四 世纪 希腊 数 
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学 家 、 天 文学 家 ，281. 
梅 特 洛 多 拉 斯 Metrodorus， 五 世纪 希腊 语言 学 
家 ，158。 
美 索 不 达 米 亚 Mesopotamia, FAFA $ F 
地 区 ，14, 34, 120, 192, 
美 塔 庞 通 Metapontum, WAERT, 36,67. 
美洲 印第安 人 American Indians, 2, 
ETB Karl Menniger, 6, 
米兰 、Milano， 意 大 利 北 部 城市 ，221，267。 
ga Johann Muller, WAH RBA 1436- 
1476) ， 德 国 数学 家 ，130。 
BRR line of areas, 261, 
穆罕默德 ”Mohammed (570? 一 632) ,伊斯兰 
教 创 始 人 ，192。 
《莫斯科 古书》 Moscow papyrus， 公 元 前 1850 
年 古 效 及 数学 著作 ，14, 16,20, 


N 


$4 Napoleon Bonaparte (1769—1821) ， 
法 国 皇 沉 ，91。 
Agee ”Naishapur， 波 斯 城市 ， 今 伊 请 东北 
部 ，188, 197。 
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这 斯 尔 “Nicaea， 小 亚细亚 西北 证 国 比 赛 尼 亚 
(Bithynia) #3, 121, 
内 皮尔 John Napier (1550—1610) ， 英 国 数学 
家 ，233 以 下 。 
内 皮尔 比例 式 Napier’s analogies (analogy 
KER, BZ. proportion) , 
240, 245, 
内 皮尔 对 数 Napierian Logarithm, 233K F. 
AR BBM Napier’s rules of circular 
parts, 240, 245. 
内 皮尔 算 筹 或 算 骨 Napier’s rods or Napier’s 
bones, 240, 246 。 
Hee G. H, F. Nesselmann, 十 九 世 纪 德 国 
数学 家 ，157。 
尼 姆 游戏 game of Nim, 182, 
Kew ”Nepttune， 罗 马 神话 中 的 海神 ， 即 希腊 神 
wip HA (Poseidon) , 250, 
EA% Khwajah Nizami, 197, 
4 柠檬 2” iemon，257。 
di Sir Issac Newton (1642 一 1727) , Rl 
数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ，104，253， 
256, 291. 
aag Neué tribe, 5, 
dE antiprism, 257, 
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© 


诺 厄 格 鲍 尔 Otto Neugebauer (1899—) ， 德 
国 数学 史家 ，201。 
诺 克 斯 John Knox (1515? 一 1572) ， 苏 格 兰 
宗教 改革 领 被 ，239。 
诺曼底 .Normandie， 法 国 西北 部 地 区 ，282。 


o 


tet: Leonhard Euler (1707—1783) ， 瑞 士 数 

学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 ，137，146， - 

149, 166, 217, 229. a 

欧 勒 斯 梅 Nicole Oresme (1323 一 1382) ， 法 
国 数学 家 ，281。 

wua Euclid (公元 前 330? 一 275? ) ;项 ie 

数学 家 ，40，84，88 以 下 ，105，226。 


hk JL EBA RK Euclidean formula, 139, 150. 

欧 儿 里 德 作 图 法 Euclidean construction, 96。 

欧 儿 里 德 作 图 工具 Euclidean tools, 96, 101, 
106, 283. 


P 


《四 拉 泰 因 文苑 》 Palatine Anthology, WI 
455 


EED CER SHED » 
158,167. 
HAWE Padua， 意 大 利 东 北部 城市 ，252。 
mB Nicolo ,Paganini (1850 一 ? ), BX 
利 数学 家 ，137, 150。 | 
wie Luca Pacioli (1445? 一 1509? ) ， 意 
大 利 数学 家 ，163，164。 
Wee Palermo， 意 大 利 西西 里 岛 首 府 ，212。 
mE Pavia， 意大利 北部 城市 ，224。 
mage FF。Peyrard， 拿 破 伦 下 属 将 军 ，91。 
Mp John Pell， 十 七 世纪 英国 数学 家 ，143。 
«ZR? apple, 257. 
平衡 法 method of equilibrium 〈 阿 基 沙 德 ) 
109，115。 | 
《平面 轨迹 及 立体 轨迹 引 论 》 Isagoge ad Locus 
Planos et Solidos 
( 费 马 ) , 284. 
$B Louis Poinsot (1777—1859 , HER 
l 学 家 ，258。 
BP, Poulet, HARHAFR, 138. 
4“ 普 利 普 顿 322” Plimpton 322, 120, 124, 
yaway Plutarch (46? —120? ) , HMR 
作家 ，29。 
普 纳 “Poona， 印 度 西部 城市 , 171。 
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普 柔 克 勒 斯 Proclus (4107 一 485) , ÑE we 
家 、 数 学 评论 家 ，89，290。 
Be C.J, de la Vallée Poussin (1866— 
1962) 比利时 数学 家 ，143。 


Q 


《奇妙 的 对 数 规律 的 说 明 》 Mirifici .Logarith~ 
morum Canonis, 
Descriptio (A 皮 
l Æ) , 236, 
m% Marcus Tullius Cicero (公元 前 106 一 
43)， 十 罗马 政治 家 、 演 说 家 、 作 家 ，112。 
模 形 体 wedge，275。 
MHXE cuneiform characters, 34, 
潜移默化 的 几何 subconscious geometry, 11, 
276 | 
切 尔 纳 克 L。Chernac， 十 九 世 纪 数 学 家 ， 143, 
穷 举 法 method of exhaustion ( 尤 多 克 萨 斯 )， 
108，116 。 
球 冠 spherical zone or spherical segment 
(of one base) , 114, 
3k spherical ring, 271, 
《 求 积 篇 》 Liber Quadratorum (# KAR), 
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212。 
《 球 论 》 3Sphaerica (RKBM) , 95, 123,134, 
Qk hy BAY Quadrature of the Parabola 
ÆRE), 116, 
球台 spherical zone or spherical segment 
Cof two bases) , 114, 
球 锥 spherical sector, 114, 
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Pe ER George Joachim Rhaeticus (1514— 
1576) ， 德 国 数学 家 、 关 文学 家 ，130。 

“iğ” artificial number, 237. 

Bağ heliocentric theory, 120, 255, 
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HG “Rhodes， 受 琴海 东南 部 、 希 属 乡 德 卡 尼 


-斯 群岛 (Dodecanese Islands) 之 一 , 121. 
CEARR) Rubaiyat, PAME H H w 
i 行 诗集 ，193。 

ak Christoff Rudolff (1500—1545) ， 德 

国 数学 家 ，164。 

Jg% Paolo Ruffini (1765 一 1822) ， 意 大 利 

数学 家 、 医 生 、 政 治 家 ，229。 
ig J, 了 H。Rahn， 十 七 世纪 德国 数学 家 ，143。 

y Robert Recorde (4510? -1558) ,英国 
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KER, 163, 
AFERAN Regiomontanus (1436—1476), 
即 密 勒 ， 德 国 效 学 家 ，130，145。 
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Pe Hasan Ben Sabbah, 十 一 世纪 波斯 抵抗 
.十 字 备 侵略 的 领袖 ，188。 
KERR FRED Sulvaiistras, EAR R XA 
(TR, 19. 
萨 克 里 Gerolamo Saccheri (1667—1733) , & 
大 利 数学 家 ，193。 
FRR Island of Samos, KF Ye a He 


Wy, 35, 120, 
o 萨 维 尔 Sir Henry Savile， 十 七 世纪 英国 学 者 ， 
241, 


RRM Theudias of Magnesia, RRA 
家 ， 柏 拉 图 门人 ，90。 

窄 尔 德 塔 斯 Theatetus of Athens (公元 前 415? 
. 一 369) ， 希 腊 数 学 家 ，90。 

塞 尔 多 拉 斯 Theodorus of eens 公元 前 五 

世纪 希腊 数学 家 ，5 
` gg Theon of Alexandsie, E WEARER 
Z, 90, 122, 
x Ale Thales of Miletus( 公 元 前 640? —546), 
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- 希腊 哲学 家 ，21，22，28，35。 
塞 利 斯 难题 Thales puzzle，29。 
塞 马 锐 达 斯 Thymaridas， 公元 前 四 世纪 希腊 数 
学 家 ，166。 

塞 马 锐 达 斯 之 花 bloom of Thymaridas, 166, 

赛 锐 克 尤 斯 Syracuse, 公元 前 734 年 迎 太 基 人 建 
立 的 古城 ,在 今 意大利 西西 里 岛 东南 ,104。 

三 次 方程 的 代数 解 algebraic solution of cubic 

equations, 220 以 下 。 
三 次 方程 的 几何 解 . geometrical solution of cu- 
bic equations，188 以 下 。 
三 等 分 任意 角 the trisection of an arbitrary 
angle, 78, 117, 

=% 8H trigonometric tables, 124 U F. 

= Aw triangular numbers, 140, 151. 

三 项 律 rule of three, 203, 217. 

三 直角 四 面体 trirectangular tetrahedron, 49, 

AP$ rules of circular parts, 240, 

BWH sector compasses， 353，260， 

tiie sieve, 151. 

舍 九 法 rule of casting out 9’s, 214, 

&#n casting out ms, 214, 

合子 取 势 gambit, 58, 

圣 方 济 San Francesco di Assisi (1182— 
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1226) ， 意 大 利 天 主教 活动 家 ，1939 年 起 
尊 为 意大利 的 守护 神 之 一 ，41。 
圣 方 济 会 Ordine di San Francesco, £77 
创立 的 天 主教 教会 组 织 ，41。 
4《 圣 方 济 会 道 袍 2 Franciscan’s coul, 41 
XxX Gregoire de Saint—Vincent (1584— 
1667) ， 法 国 数学 家 ，273。 
MRE Herman Amandus Schwarz (1843— 
1921) ， 人 德国 数学 家 ，76。 
施 瓦 尔 冀 的 奇谈 怪 论 Schwarz’s paradox, 76, 
十 进 制 小 数 decimal fraction 61, 
十 进 制 表 示 decimal representation, 61, 
实验 几何 Scientific geometry, 12, 27. 
《实用 分 析 方法 》 Artis Analyticae Praxis 
( 海 锐 尔 特 ) ，165。 
实用 数 practical number, 138, 
试验 几何 experimental geometry, 12, 
首 数 characteristic, 238. 
%& crowd, 138, 
«& ##R) Mathematical Collection or | 
, Synagoge ( 巴 布 斯 )》，47，95。 
《教学 年 刊 》 Mathematische Annalen, 7, 
《数学 体系 》 Synataxis Mathematica, 即 《 大 
Rei» CES) ，123。 
261 


《数学 杂志 》 Journal für (die reine und anə 
gewandte) Mathematik, 18264 
HER A, 7. 

MR Hi rule of double false position, 215, 

| 216, 

斯 德 因 梅 座 立 体 Steinmetz solid, 276. 

斯 库 多 scudo， 意 大 利 古 金币 名 ，261。 

斯 姆 森 Robert Simson, 91, 

PARTIE Strassbourg, TB BL A ae FD 166. 

HAm Stuttgart, ERN, 254, 

斯 叶 纳 ”Siena， 意 大 利 中 部 城市 ，266、 

a Susa, 伊朗 西部 古城 遗址 ，14，18。 

素数 的 密度 density of primes, 142, 

素数 定 = 理 prime number t theorem, 142。 

算法 algorithm, 204, 

算盘 abacus, 170K 7. 

《算术 》 Arithmeticca JER) » 95, 144 以 


下 , 160, 
《算术 概要 》 Summa de Arithmetica (HE 
里 ) ，163。 


算术 基本 定理 fundamental theorem of arith- 
metic, 94, 99, 
REY arithmetic mean, 16, 19, 
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BREE Tartaglia, HHR (14997—1557), 
意大利 数学 家 ，221，225 以 下 。 
题材 的 公理 演绎 体系 material axiomatics, 
78 以 下 。 

wR hoof, 274. 

体积 尺 line of volume, 261, 

天 文 单 位 astronomical unit, 262, 

铁器 时 代 Iron Age，24。 , 

托 勒 玫 “Claudius Ptolemaeus (90? —168) ， 
希腊 天 文学 家 、 数 学 家、 地 理学 家 ， 以 
4 地 心 说 ”闻名 ， 著 有 《大 综合 论 》, 95, 
120 以 下 ，253。 | 

HAS — eH Ptolemaeus’ second theorem, 

134, 
托 勤 玫 定理 Ptolemaeus’ theorem, 1240 F. 
iHay Ptolemaeus’ table of chords, . 
122 以 下 。 

4B EH Ptolemaic Danasty， 由 拭 勒 密 。 索 

| % (Ptolemy Soter) 建立 的 埃及 王 

彰 ， 自 公元 前 323 年 持续 至 公元 前 30 

年 ，88, 291。 
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托 里 切 利 Evangelista Torricelli(1608—1647), 

意大利 数学 家 、 霓 理学 家 ，25，273。 

椭圆 规 作 图 法 trammel construction of an 
ellipse, 331, 


Ww. 


瓦 里 斯 John Wallis (1616—1703) ， 英 国 数学 
ZX, 44, 104, 166 

万 泽 尔 Pierre Laurent Wantzel(1814—1848), 
法 国 数学 家 ，78。 l 

完美 数 perfect number, 94, 138,150, 

«HELE AY ‘The Whetstone of Witte 

( 锐 柯 德 ) , 163, 

唯 理 主 义 rationalism, 24, 

维 埃 特 “Frangois Viéte (1540—1603) , 146, 
165，168，224，227，231。 

尾数 mantissa, 238, 

geg Johann Widman， 十 五 世纪 波 希 米 亚 数 
.学 家 ，164。 

xi Edmund Wingate, 十 七 世纪 英国 数学 
家 ，238。 l 

文字 代数 rhetorical algebra, 157. 

SAW Ulysses, FSH HRM, BAB 
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Wie + RAE (Odysseus) ，1。 
HR irrational number, 5AM F. 
IWP pentagonal number, 140, 151. 
KAMA Paul Wolfskehl eH KER, 
149, 
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《希腊 文 粹 》 Greek Anthology, W (Fis 
Ex» 〔〈 梅 特 洛 多 拉 斯 》，158。 

希腊 之 这 Greek mystery, 22, 

希腊 字母 数字 系统 alphabetic Greek, numeral 
` system, 161, 167. 

小 数 表 示 decimal expansion, 61, 64, 

相好 数 friendly numbers, 137. 

相似 法 method of similitude, 199, 

新 柏拉图 主义 ”Neoplatonism， 使 柏拉图 思想 染 

。 ”上 神秘 主义 的 首 学 流派 ， 三 世纪 在 

亚历山大 港 兴起 ， 后 来 盛行 于 古 罗 
马 ，137。 

4 新 娘 的 花轿 ? brides chair，41。 

《新 英格兰 教育 杂志 》 New England Journal 

o of Education, 45, 
辛普森 William Simpson, 197, 
形式 的 公理 演绎 体系 formal axiomatics, 85, 
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laws of plantary motion ( 开 普 
H) , 256., 


mK# table of chords, 122, 


雪茄 烟 游戏 


cigare game, 87, 


循环 论证 circularity, 79, 
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雅典 Athens, 88, 


亚历山大 大 帝 


亚历山大 大 学 


Alexander the Great (公元 前 
356—322) ， 十 马其顿 国王 ，88。 
University of Alexandria, 88, 
105, 108, 290, 


亚历山大 博物 院 Museum of Alexandria, Ff 


亚历山大 大 学 ，290。 
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亚历山大 港 . Alexandria， 埃 及 北部 海港 RW, 


公元 前 332 年 亚历山大 大 常 兴 建 ，47， 
90, 120, 144, 158, 


BEM Aristotle (AM H384—322) , a 


RUE R, 29, 57, 253, 262, 


LERSRRR Aristotle’s wheel, 262, 
演 经 儿 何 deductive geometry, 21, 22, 

演 经 推理 deductive reasoning, 23, 76，90。 
羊皮 纸 重 写 件 palimpsest, 108, 

耶稣 会 Jesuits，266。 
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耶稣 团 Jesuats，266。 
伊 斯 杭 果 上 骨 Jshango bone, 3, 
伊 斯 克 勒 斯 Aeschylus (公元 前 525 一 456) , Æ 
， 腊 悲剧 诗人 ，113。 | 
《 移 项 消去 论 》 Science of Transposition and 
Cancellation, Al 《合并 相抵 
bo” (MERE) ，204。 
因子 表 factor table, 143, 
AR excess, 214, 
BAR abundant number, 138,150, 
印度 阿拉 伯 数 字 系 统 Hindu—Arabic numeraj 
System, 117W F, 203. l 
尤 德 蕊 斯 Eudemus of Rhodes， 公 元 前 四 世纪 
a AE RR, 290. 
《 尤 德 马 斯 文摘 》 Eudemian Summary (# % 
克勤 斯 》 ，290。 
尤 多 克 萨 斯 Eudoxus of Cnidos (公元 前 408? 
一 355? ) 希腊 数学 家 ，66 UT, 
.84,，90, ' 
尤 多 克 萨 斯 的 比例 理论 Eudoxian theory of 
proportion，68 以 下 ,93。 
Aa RII Eudoxian method of, ex- 
haustion, 108, 116. 
REAM Eutocius， 六 世纪 希腊 评论 家 ，191。 


有 机 几何 Systematic geometry, 22, -~ 
有 理 数 rational number, 54 F. 
“mu” Bigollo (Blockhead) , 214, 
eH law of cosines, 47, 93, 
«= BM APY Harmony of the Worlds (F 
He) , 256, 
贺 改 方 问题 th circle—squaring problem or 
aghqtndrature of a circle, 19, 78, 117. . 
原始 a 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 Primitive Pythagorean 
triple, 153, 
元 素 法 method of indivisibles ( 卡 瓦 列 里 ) ， 
257, 267. 
《元 素 几 何 》 Geometria Indivisibilibus (+ 
RAB) , 267, 
《圆锥 曲线 论 》 Conic Sections (M 波 罗 尼 
斯 ) , 95, 
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学 兰 德尔 Xylander, MER K 要， 十 六 世纪 德 
国 数学 家 ，145。 
詹姆斯 一 世 James Í (1566—1625) ， 先 为 苏 格 
兰 王 ， 黎 詹姆斯 六 世 ， 后 兼 英格兰 
- 王 ， 始 称 俯 姆 斯 一 世 ，239。 
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- gy Euclidean algorithm (hk LE), 


$4, 98, 211, | 
E Ge， 罗马 神话 中 的 地 神 ， 即 希 脐 神话 中 的 该 亚 
(Gaea)，250。 

Hææ theorem of the broken chord, 117, 
真 因子 proper divisor, 137, 
,整除 部 分 aliquot part, 137, 

正方 形 数 square number, 140,154,156, 
正 抽 号 规则 rule of signs (44%) , 225, 
Ej table of secants, 120, 124, 

正规 数 normal number, 62, 

正切 表 table of tangents, 129,130, 

正 五 角 星 peniacram, 63, 

Eğ table of sines, 124, 130, 

中 外 比 extreme and mean ratio, 103, 

重心 centroid, 287, 289,292, 
. «AWE #» Chou Pei, 51, 

Bt William Jones (1675 一 1749) , XE% 

eR, 166, 

自然 对 数 natural logarithm, 236, 
综合 方法 synthetic method, 285% 
总 根 号 radix universalis, 164, 
祖 鲁 部 族 Zulu tribe, 7。 
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